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IN  TIEFSTER  VEREHRUNG 


VOM  VERFASSER. 


VOBWOBT. 


Die  Lehre  von  den  Landkartenprojektionen  bildet  seit  Jahren  an 
der  technischen  Hochschule  zu  Wien  einen  integrierenden  Bestand- 
teil der  Vorlesungen  über  höhere  Geodäsie.  Doch  scheint  mir  ein 
den  Anforderungen  der  Jetztzeit  entsprechendes,  alle  neuen  Unter- 
suchungen umfassendes  Lehrbuch  zu  fehlen.  Die  älteren  Werke  von 
/.  T.  Mmjer  (Vollständige  und  gründliche  Anleitung  zum  Entwerfen 
von  Land-,  See-  und  Himmelskarten),  Lambert  (Beiträge  zum  Ge- 
brauche der  Mathematik  und  deren  Anwendung  III.),  Puissant  (traite 
de  topographie),  Francoeur  (Geodesie),  Littrow  (Chorographie)  und  selbst 
noch  Gretschel  (Lehrbuch  der  Landkartenprojektionen)  sind  wol  heute 
schon  als  veraltet  zu  betrachten,  da  seither  auf  die  neuen,  epoche- 
machenden Untersuchungen  von  Tissot  Rücksicht  genommen  werden 
inuss.  Von  neueren  Werken  auf  diesem  Gebiete  ist  zu  nennen: 
Steinhäuser  (Grundzüge  der  mathematischen  Geographie),  Möllinger 
Lehrbuch  der  wichtigsten  Kartenprojektionen)  und  Zöpprilz  (Leit- 
faden der  Kartenentwurfslehre),  welche  den  Gegenstand  mehr  von  der 
praktischen  Seite,  ohne  oder  nur  mit  sehr  wenig  mathematischer  Be- 
gründung, zum  Theil,  wie  die  beiden  ersten,  nur  sehr  unvollständig 
behau  dein.  Ein  deutsches  Werk,  das,  vorzugsweise  vom  theoretischen 
Standpunkte  ausgehend,  eine  Entscheidung  über  die  Güte  der  Pro- 
jektionsmethoden geben  und  als  Lehrbuch  an  technischen  Hochschulen 
dienen  könnte,  giebt  es  nicht,  und  so  glaubte  ich  durch  das  vor- 
liegende Werk  eine  Lücke  auszufüllen.  Ich  bin  dabei  einer  anderen 
Anordnung  gefolgt,  als  Tissot  in  seinem  „Memoire  sur  la  representation 
des  surfaces  et  des  cartes  geographiques",  welches  Werk  wol  weniger 
als  Lehrbuch  dienen  soll,  und  überdies  mehr  den  geometrischen  Stand- 
punkt vertritt.  Germain  nimmt  in  seinem  Werke  „Traite  des  pro- 
jections  des  cartes  geographiques"  wol  die  Untersuchungen  Tissots 
auf,  jedoch  in  einer  für  ein  Lehrbuch  nicht  hinreichend  ausführlichen 
Weise.  Auch  die  Tissof sehe  compensative  Projektion  wird  nur  aus- 
zugsweise mitgetheilt.  Vom  analytischen  Standpunkte  aus  sind  diese 
Theorien  in  dem  vortrefflichen  Lehrbuche  von  Fiorini  „Le  projezioni 
delle  carte  geografiche"  im  ersten  Kapitel  behandelt,  und  auf  Grund 


VI  Vorwort. 

derselben  die  einzelnen  Projektionsmethoden  erläutert.  Ich  glaubte 
jedoch  einen  anderen  Weg  einschlagen  zu  müssen;  ich  habe  die  ab- 
strakten Theorien  nicht  an  die  Spitze  des  Werkes  gestellt,  sondern 
in  den  ersten  drei  Kapiteln  für  jede  Projektionsklasse  die  mathe- 
matischen Beziehungen  (Vergrösserung  und  Winkeländerung)  für  sich 
abgeleitet  und  dabei  nur  jene  mathematischen  Kenntnisse  vorausgesetzt, 
welche  man  durch  ein  einjähriges  Studium  an  einer  Hochschule  er- 
langen kann ,  und  erst  im  4.  Kapitel  die  vollständige  mathematische 
Theorie  mit  ihren  Anwendungen  auf  die  verschiedenen  in  den  ersten 
drei  Kapiteln  behandelten  und  auf  die  conformen  Abbildungen  ge- 
geben, was,  wie  ich  glaube,  zum  Verständnis  wesentlich  beitragen 
dürfte.  Übrigens  kann  dieses  letzte  Kapitel  vom  Praktiker,  welcher 
in  den  abstrakten  Theorien  nicht  so  eingeführt  ist,  auch  zum  grossen 
Theile  überschlagen  werden. 

Mit  Rücksicht  auf  den  Zweck  des  Buches,  als  Lehrbuch  für  tech- 
nische Hochschulen  zu  dienen,  an  denen  ja  strenge  mathematische 
Begründung  gefordert  werden  kann,  ist  hierauf  im  weitesten  Sinne 
des  Wortes  Rücksicht  genommen.  Bekanntlich  ist  jedoch  auch  die 
descriptive  oder  sogenannte  darstellende  Geometrie  Lehrgegenstand 
an  der  technischen  Hochschule  und  kann  die  Vertrautheit  des  Tech- 
nikers mit  den  Grundlehren  derselben  wol  vorausgesetzt  werden;  sie 
wurden  deshalb  im  ersten  Kapitel,  welches  von  den  perspektivischen 
Projektionen  handelt,  zur  Zeichnung  der  Kartennetze  herbeigezogen. 
Für  den  Geographen  wird  dies  allerdings  vielleicht  ein  Übelstand 
sein,  indem  er  der  Darstellung  anfänglich  nur  schwerer  wird  folgen 
können;  da  jedoch  nur  eine  gewisse,  leicht  zu  erlangende  Fähigkeit 
zur  Vorstellung  der  vorzunehmenden  graphischen  Operationen  erforder- 
lich ist,  so  wird  er  sich  auch  sehr  bald  mit  derselben  vertraut  ge- 
macht haben. 

Was  die  Nomenclatur  anbelangt,  so  muss  bemerkt  werden,  dass 
die  ungerechtfertigten  Namen  der  Projektionen,  so  oft  dies  historisch 
nachweisbar  war,  verlassen,  und  dieselben  nach  dem  Vorschlage 
D'Avezac's  (Coup  d'  oeil  historique  sur  les  projections  des  cartes  de 
geographie  im  Bulletin  de  la  Societe  de  geographie  de  Paris,  1863, 
Serie  V,  Bd.  V,  pag.  351)  durch  die  richtigen,  nach  den  Namen  der- 
jenigen Autoren,  welche  durch  historische  Rechte  darauf  begründeten 
Anspruch  haben,  ersetzt  wurden.  Doch  konnten  die  betreffenden 
historischen  Notizen  nur  in  sehr  beschränktem  Masse  Aufnahme  finden, 
und  muss  bezüglich  des  geschichtlichen  Theiles  auf  andere  Werke  ver- 
wiesen werden.     Man  sehe  hierüber: 

Barbier-Dubocage:  „Notice  historique  sur  la  construction  des  cartes 
geographiques"  im  „Memorial  du  depöt  de  la  guerre  de  Paris, 
Band  1. 


Vorwort.  VII 

Le-Monnier:  „Zur  Geschichte  der  Kartographie"  in  der  „Deutschen 

Rundschau  für  Geographie  und  Statistik",  I.  Jahrg.  1879. 
D'Avezac:  „Coup  d'  oeil  historique   sur  les  projections  des  cartes 
de  geographie"   im  „Bulletin   de  la  Societe   de   Geographie  de 
Paris"  1863,  Serie  V,  Bd.  V. 
Jomard:  ,,Introduction  aux  monuments  de  la  geographie,  publiee 
par  les  soins  de  M.  E.  Cortambert"  im  „Bulletin  de  la  Societe  de 
Geographie  de  Paris",  1879,  Bd.  17  und  18. 
Fiorini:  ,,Le  Projezioni  delle  carte  geografiche". 
Schliesslich  kann  ich  nicht  umhin,  allen  denjenigen,  welche  mich 
bei  der  Redaktion  des  vorliegenden  Werkes  unterstützt  haben,  meinen 
wärmsten  Dank  auszusprechen;  insbesondere  meinen  beiden  hochver- 
ehrten Freunden  Herrn  k.  k.   Major  Robert  Daublebsky  von   Sterneck 
und  Herrn  k.  k.  Hauptmann  Franz  Netuschill,  durch  deren  Güte  ich 
sehr  viel  schätzbares  Material  aus  dem  Archive  des  k.  k.  militär-geo- 
graphischen  Institutes  verwenden  konnte ;  ferner  dem  Herrn  Dr.  Joseph 
Kaltenleitner,   Scriptor   an  der  k.   k.   Hofbibliothek,    der  mir  in   ge- 
wohnter Liebenswürdigkeit   die  reichen  Hilfsmittel   dieser  Bibliothek 
zur  Verfügung  stellte. 

Wien  im  October  1885. 

Der  Verfasser. 
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Pag.  13.  Zeile  5  v.  o.    Die  Gleichung  muss  lauten:  k2  =  kf  cos  a>2  -j-  k22  sin  co2. 
21      „     15  v.  o.  lies  cot  X  statt  cos  X. 
47      „       9  v.  o.  lies  x  =  r  ig  X  statt  #  =  tg  L 


i-       t  ^    i      \  1  -t-*  cos  v 

72      ,,      10  v.  u.  lies  /<;,  =  (1  -4-  x)  -. — —    — r^  • 

1  (x  -f-  COS  V)2 

76.     Die  Gleichung  (21b)  muss  lauten  K'  =  ^T 


(a+l>)2«3 


(a2—  r«)*r 

79.  Zeile  4  v.  u.  lies  Mercator'sehe  statt  Ptolemäische. 
81      „       3  v.  u.  ist  hinzuzufügen:  „also  positiv,  wenn  die  Breite  des  be- 
trachteten Punktes  kleiner  als  die  des  Kartenrnittelpunktes  ist". 
84.  Zeile  7  und  9  v.  u.  sind  die  Minuszeichen  zu  tilgen. 
98      „     12  und  13  v.  o.  lies  k2  =  1+  \e2  sec  ß2;  K=  1  -f  e  tg  (3-f  »  e2  tg  ß2 

sin  —  =  —  \  e  tg  ß  +  2  e"  sec  ß2- 

102      „     Iß  v.  u.  lies  sin  —  =  4  (e2  —  s2)  statt  4_  (e2  —  z2). 

111      „     14  v.  o.  lies  log„  tg  (45  -f  \  cp)  statt  log„  tg  £  p. 

131      ,,      4  v.  o.  lies  rs  statt  rX. 

143      „       2  und  3  v.  o.  lies  ^  log„  7c  statt  logn  k. 

162      „     15  v.  o.  ist  ,, halbe"  zu  streichen. 

1 74  Nach  einer  mir  brieflich  zugegangenen  Mittheilung  d.  Hrn.  Dr.  A.  Breusing, 

Direktor  der   Seefahrtschule  in   Bremen,    rührt   diese  Projektion   von 

Stab  her. 
176.  Zeile  10  v.  o.  lies  tg  co  statt  tg  co2. 

204      „       14  v.  u.  lies  sin  (ß,"  —  Sl,')  statt  sin  (&,"  —  ß,')2. 
204      „         1  v.  u.  lies  k22  sin  co2  statt  kx2  sin  co2. 
219      „        8  und  6  v.  n.   lassen  sich  die   ersten  Theile  in  folgender  Weise 

reducieren : 

„in  PI  _  sin  PI  (v  _  2  sin  PI)  _  (,  _  2  sin  &!) 


cos  £>,  —  cos  p2  cos  p,  —  cos  p2 

(2cos^-l)-(2cos^     -l) 


cosf-cösf  (2C0S^-l)-(2C0S^ 

~  "2 


cos  pt  —  cos  p2  cos  pi  —  cos  p2 

220  Während  des  Druckes  erfuhr  ich  durch  briefliche  Mittheilung  des 
Herrn  Dr.  A.  Breusing  von  einer  von  ihm  vorgeschlagenen  ausglei- 
chenden Zenitalprojektion,  bei  welcher  die  Entfernung  eines  Punktes 
vom  Kartenmittelpunkte  das  geometrische  Mittel  zwischen  den  Ent- 
fernungen bei  der  Lambert' sehen  äquivalenten  (isomeren)  Zenital- 
projektion und  der  stereographischen  ist,  also 


=  2Aj/t 


p        p 
sin  —  tg 

2     °   2 
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Berichtigungen  und  Zusätze. 

Für  diese  Projektion  H  nach  den  Formeln  pag.  83  für  m  =  1 

1  +    COS  ^-  p2 

1c.  = 1  .7.  1  1  +  cos  £- 

**  —    y- — §- ;      #= _!_ 

]/  co&%-  2  COS ^ 

'2  2 


'/-?' 


.    <?         smy 

sin  —  = * 

4  —  sin  — 
2 


von   wahren  Langen  „nd  Winkeln  £)«£*£££  **nB."ra'* 


257 
278 


5  V-  "  gGhÖrt  d"  Factor  £  «nm  ganzen  Bruche. 
6v.o.liestg(45-|)-8tatttg^5_^. 

4  V'  "*  ÜeS  *f  ,d6m  geradlini^  Parallel«2  statt  „in  dem  Schnitt 

punkte  des  geradlinigen  Parallels" 
10  v.  o.  lies  individuellen  statt  inviduellen  ' 


EINLEITUNG. 

1.  Seit  den  ältesten  Zeiten  finden  wir  das  Bestreben  bei  den 
civilisierten  Völkern,  durch  möglichst  genaue  Messungen  Aufschluss 
über  die  Gestalt  und  Figur  der  ganzen  Erde  sowol,  als  auch  grösserer 
und  kleinerer  Theile  derselben  zu  erhalten  und  die  erlangte  Kenntnis 
durch  Anfertigung  von  verkleinerten  Abbildungen  des  Erdballes  klar 
zur  Anschauung  zu  bringen.  Diese  Abbildungen  können  nun  ent- 
weder dieselbe  Form  haben,  wie  die  Erde  selbst,  also  die  sphäroidische, 
oder,  wo  auf  die  Abplattung  der  Erde  wegen  ihrer  Kleinheit  nicht 
Rücksicht  genommen  werden  kann,  die  kugelförmige 5  sie  heissen 
dann  Globen.  Oder  sie  können  Darstellungen  des  Erdballes  auf  einer 
Ebene  sein,  Planiglolnen  oder  Landkarten.  Die  Lehre  von  der  Her- 
stellung dieser  letzteren  Abbildungen  heisst  auch  Chorographie.  Eine 
Landkarte  ist  demnach  eine  bildliche  Darstellung  der  ganzen  Erd- 
Oberfläche,  oder  eines  Theiles  derselben  auf  einer  Ebene.  Wird  die 
ganze  Erdoberfläche  auf  einem  Blatte  abgebildet,  so  entsteht  eine 
Weltkarte  oder  wenn  das  Gesammtbild  kreisförmig  abgeschlossen  ist, 
ein  Planiglöbium.  Werden  einzelne  grössere  Theile,  Erdtheile,  ganze 
Länder,  verzeichnet,  so  entsteht  eine  Landkarte.  Beschränkt  man 
sich  bei  der  Darstellung  auf  kleinere  Theile  der  Erdoberfläche,  wo 
dann  ein  grösserer  Massstab  gewählt  werden  kann,  so  entstehen 
Spezialkarlen  ,  oder  wenn  sie  militärischen  Zwecken  dienen,  General- 
stabskarten. Hiervon  zu  unterscheiden  sind  diejenigen  Darstellungen, 
bei  denen  in  einem  noch  weit  grösseren  Massstabe,  ganz  kleine  Par- 
tien, einzelne  Gegenden,  Bezirke,  Städte  etc.  abgebildet  werden,  welche 
vorzugsweise  für  die  Zwecke  der  Verwaltung,  Grundsteuerbemessung 
etc.,  oder  zur  genaueren  Orientierung  in  räumlich  nicht  sehr  ausge- 
dehnten Gebieten  dienen,  sogenannte  Pläne. 

Bei  der  Darstellung  sehr  kleiner  Theile  der  Erdoberfläche  wird 
man  nur  nötig  haben,  die  durch  die  Beobachtung  gegebenen  Elemente, 
seien  es  nun  Entfernungen,  Coordinaten  oder  gemessene  Winkel  direkt 
in  die  Zeichnung  einzutragen,  u.  zw.  insolange,  als  der  dargestellte 
Theil  ohne  merklichen  Fehler  als  eben  betrachtet  werden  kann;  dann 
wird  die  Zeichnung  eine  nahezu  völlig  ähnliche  Abbildung  des  Ori- 
ginales sein,  da  die  jedenfalls  wegen  der  Krümmung  der  Erdoberfläche 

Herz,  LaTulkartonpro.jektionpn.  1 


2  §  l 

vorhandenen  Fehler  der  Voraussetzung  nach  so  gering  sind,  dass  sie 
nicht  in  Betracht  kommen.  Mit  der  Darstellung  dieser  Kartenblätter: 
Messtischaufnahmen  werden  wir  uns  hier  nicht  beschäftigen. 

Anders  verhält  es  sich,  wenn  das  aufzunehmende  Gebiet  so  gross 
ist,  dass  auf  die  Krümmung  desselben  Rücksicht  genommen  werden 
muss;  denn  da  die  Erde  ein  abgeplattetes  Sphäroid  ist,  welches  sich 
bekanntlich  nicht  ohne  Risse,  Dehnungen  oder  Pressungen  in  eine 
Ebene  ausbreiten  lässt,  so  kann  man  in  der  Ebene  nie  ein  dem 
Originale  völlig  ähnliches  Bild  herstellen.  Um  zu  sehen,  wie  weit 
man  in  der  Naturtreue  bei  der  Abbildung  kommen  kann,  müssen 
wir  zunächst  diejenigen  Bedingungen,  welche  man  an  eine  gute 
Karte  zu  stellen  hat,  und  welche  dieselbe  erfüllen  soll,  näher  prä- 
cisieren. 

Die  Figuren  der  Länder  sollen  nicht  verunstaltet,  die  Grössen 
derselben  im  richtigen  Verhältnisse  wiedergegeben  werden;  die  Ent- 
fernungen der  Orter  auf  der  Karte  sollen  sich  verhalten  wie  die  ent- 
sprechenden auf  der  Kugel.  Winkel,  welche  zwei-  verschiedene  Rich- 
tungen auf  dem  Originale  einschliessen,  sollen  unverändert  in  der 
Karte  erscheinen,  wozu  auch  gehört,  dass  Punkte,  welche  in  derselben 
Richtung  auf  der  Erde  liegen  (auf  der  Kugel  liegen  sie  dann  in 
einem  grössten  Kreise)  auch  auf  der  Karte  in  derselben  Richtung  (in 
einer  Geraden)  liegen.  Endlich  soll  man  die  geographische  Lage 
jedes  Punktes  (seine  geographische  Länge  und  Breite)  leicht  und 
sicher  aus  der  Karte  ablesen  können.  Lassen  wir  vorerst  die  letzte 
Forderung  weg,  so  haben  wir  e«  mit  einer  ganzen  Reihe  von  Bedin- 
gungen zu  thun,  von  denen  allerdings  einige  schon  in  den  anderen 
implicite  enthalten  sind,  welche  aber  in  ihrer  Gesammtheit  auf  einem 
ebenen  Bilde  nicht  erfüllt  werden  können.1) 

Denken  wir  uns  z.  B.  ein  sphärisches  Dreieck  auf  der  Kugel, 
und  zeichnen   wir   in   der  Ebene   ein   solches,    dessen   Seiten    gleich 


1)  Die  Untersuchung,  welche  Bedingungen  zugleich  erfüllbar  sind  und  auf 
welche  von  denselben  man  das  meiste  Gewicht  zu  legen  hat,  kann  natürlich  nur 
mit  mathematischen  Hilfsmitteln  durchgeführt  werden  und  ist  auch  das  Zeichnen 
der  Karten  vorzugsweise  Sache  des  (feodäten;  jedenfalls  muss  billigerweise  ge- 
fordert werden,  dass  diejenigen,  welche  die  Karten  für  ihre  Zwecke  verwenden 
oder  zeichnen,  sich  mit  den  Principien  der  Landkartentheorie  gehörig  vertraut 
machen.  J.  T.  Mayer  sagt  in  seiner  „Vollständigen  und  gründlichen  Anweisung 
zur  Verzeichnung  der  Land-,  See-  und  Himmelskarten  (Ausgabe  1804,  p.  36): 
„Eine  vorgegebene  Karte  blos  nachzeichnen,  sie  allenfalls  verjüngen,  oder,  was 
noch  schlimmer  ist,  gar  zu  vergrössern,  oder  aus  mehreren  eine  andere  zusammen- 
flicken, heisst  noch  nicht  eine  neue  verfertigen"  und  pag.  43:  „Unvollkommen- 
heiten  der  Karten  rühren  meist  daher,  dass  so  viele  sich  mit  der  Verfertigung 
derselben  abgeben,  welche  theils  ihrer  Phantasie  zu  sehr  freien  Lauf  lassen,  theils 
ohne  hinlänglichen  Vorrat  historischer  und  geographischer  Hilfsmittel  zu  dieser 
Arbeit  schreiten,  theils  auch  sehr  häufig  gar  nicht  einmal  die  Kenntnis  der  Geo- 
metrie inne  haben,  welche  zu  einer  solchen  Arbeit  erforderlich  ist." 


§  i  3 

sind  den  Seiten  des  Originales,  so  sind  die  sämmtlichen  Winkel  des 
Bildes  verschieden  von  denen  des  Originales;  stimmen  zwei  Seiten 
und  der  eingeschlossene  Winkel  überein,  so  werden  die  beiden  an- 
deren Winkel  und  die  dritte  Seite  geändert.  Kurz,  man  kann  immer 
nur  einige  dieser  Bedingungen  erfüllen,  und  nach  dem  Zwecke,  welchen 
die  Karten  erfüllen  sollen,  wird  man  sich  für  die  eine  oder  die  andere 
entscheiden. 

Im  allgemeinen  nennt  man  jede  Darstellung  der  Oberfläche  der 
Erde,  welches  auch  das  Gesetz  derselben  sei,  eine  Projektion,  oder 
einen  Entwurf ',  abweichend  vom  Sprachgebrauche  der  deskriptiven 
Geometrie,  wo  man  unter  Projektion  ein  nach  Central-  oder  Parallel- 
perspektive erhaltenes  ebenes  Bild  eines  körperlichen  Objektes  ver- 
steht. Solche  spezielle  Darstellungen  nennt  man  in  der  Chorographie 
perspektivische  Projektionen. 

Projektionen,  denen  die  Haupteigenschaft  zukömmt,  dass  bei  ihnen 
die  Winkel  unter  denen  sich  die  Bilder  zweier  beliebiger  Linien 
schneiden,  gleich  sind  denjenigen,  welche  die  Originale  eiuschliessen, 
nennt  man  conforme  Abbildungen  oder  nach  Tissot^)  ,,projections 
autogonales" .  Projektionen,  bei  welchen  zwei  beliebig  grosse  oder 
kleine  Flächen  der  Karte  dasselbe  Verhältnis,  wie  ihre  Originale 
haben,  heissen  äquivalent,  nach  Tissol  ,,projections  aulhaliques"-.  Das 
Wesen  der  letzteren  wird  am  klarsten,  wenn  man  sich  von  cler  Erd- 
oberfläche ein  verkleinertes  völlig  ähnliches  Bild  (einen  Globus),  dessen 
Gesammtoberfläche  gleich  ist  der  Fläche  des  Bildes  der  ganzen  Erde 
auf  der  Karte,  construiert;  dann  muss  nämlich  jedes  beliebige  Flüchen- 
stück der  Karte  flächengleich  sein  dem  entsprechenden  Stück  des 
Globus. 

Was  den  letzten  Punkt,  die  rasche  und  sichere  Entnahme  der 
geographischen  Coordinaten  (Länge  und  Breite)  aus  der  Karte  anbe- 
langt, so  ist  hierzu  nötig,  dass  man  auf  dieser  die  Parallelkreise  und 
Meridiane  verzeichnet.  Um  dieses  leicht  thun  zu  können,  ist  erfor- 
derlich, dass  dieselben  leicht  zu  zeichnende  Linien,  also  Gerade  oder 
Kreise  seien,  und  es  ist  als  ein  wesentlicher  Vortheil  der  Karte  an- 
zusehen, wenn  die  Netzlinien  diese  Eigenschaften  haben.  Denn  es 
wäre  sehr  mühsam,  die  einzelnen  Punkte  der  Karte  durch  ihre  Ent- 
fernungen von  anderen  bereits  eingezeichneten  Punkten,  oder  durch 
ihre  auf  ein  rechtwinkliges  Axensystem  bezogenen  Coordinaten  zu 
bestimmen.  Man  stellt  sich  immer  vorerst  ein  Gradnetz  her,  indem 
man  die  Systeme  der  Meridiane  und  Parallelkreise  zieht  und  legt  dieses 
Gradnetz  der  Einzeichnung  der  Punkte,  die  man  durch  ihre  Länge 
und  Breite  bestimmt,  zu  Grunde. 


1)    Memoire    sur    la    representation  des  surfaces   et  sur  les  cartes  geogra- 
phiques. 

1* 
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2.  Man  kann  die  sämmtlichen  Karten -Projektionen  in  folgende 
4  Gruppen  tkeilen: 

1)  Perspektivische  Projektionen.  Bei  diesen  denkt  man  sich  die 
ganze  Erdoberfläche  oder  ein  verkleinertes  völlig  ähnliches  Abbild 
derselben  (einen  Globus)  durch,  von  einem  Punkte,  dem  Augpunkte 
(der  auch  in  unendlicher  Entfernung  liegen  kann)  ausgehende  Strahlen 
perspektivisch  auf  eine  Ebene,  die  Projektions-  oder  Bildebene,  pro- 
jiciert. Diese  Kai  tenentwürfe  finden  nur  wenig  Verwendung,  wenn- 
gleich ein  wesentlicher  nicht  zu  unterschätzender  Vortheil  derselben 
darin  besteht,  dass,  da  sie  nach  geometrischen  Regeln  leicht  auf  gra- 
phische Weise  herzustellen  sind,  auch  die  Lösung  verschiedener  wich- 
tiger Aufgaben  (Bestimmung  der  Entfernung  zweier  Punkte,  des 
Winkels  zweier  Richtungen  etc.)  ebenfalls  auf  rein  graphischem  Wege 
leicht  durchgeführt  werden  kann. 

2)  Kegelprojektionen.  Man  denkt  sich  der  Erdoberfläche  einen, 
dieselbe  längs  eines  Parallelkreises  berührenden  Kegel  umschrieben, 
die  Punkte  der  Erde  entweder  perspektivisch,  oder  nach  irgend  einem 
auderen  Gesetze  auf  den  Kegel  projiciert,  diesen  längs  einer  Erzeu- 
genden aufgeschnitten  und  in  eine  Ebene  ausgebreitet.  Berührt  der 
Kegel  längs  eines  grössten  Kreises  (gewöhnlich  im  Äquator),  so  ent- 
steht eine  Cylinderprojeklion.  Diese  Darstellungen  haben  den  Vortheil, 
dass  die  Verhältnisse  für  alle  Punkte  eines  Paralleles  dieselben  bleiben, 
man  also  ohne  Verzerrungen  befürchten  zu  müssen,  die  Karte  be- 
liebig weit  nach  Ost  und  West  fortsetzen  kann.  Man  kann  zu  den- 
selben auch  noch  die  polykonischen  Projektionen  rechnen,  bei  denen 
man,  um  auch  in  der  Richtung  der  Meridiane  nicht  allzugrosse  Ver- 
zerrungen hervorzurufen,  eine  grössere  Zone  in  eine  Reihe  kleinerer 
zerlegt,  und  jede  auf  einen  umschriebenen  Kegel  projiciert,  so  wie 
auch  die  preussische  Polyederprojeklion  (österreichische  Gradkarten- 
blätter). 

3)  Abbildungen,  bei  denen  die  Flächeninhalte  der  Bilder  beliebig 
grosser  Stücke  der  Erdoberfläche  dasselbe  Verhältnis  behalten ,  wie 
die  Originalien.  Diese  Projektionen  nennt  man  aequivalente;  sie  sind 
besonders  wichtig,  wenn  es  sich  darum  handelt,  mittels  des  Planimeters 
die  Grösse  der  mit  einer  gewissen  Eigenschaft  behafteten  Flächen- 
gebiete, deren  Begrenzungen  durch  die  geographischen  Coordinaten 
einzelner  Punkte  bestimmt  sind,  zu  ermitteln,  z.  B.  für  die  Bestim- 
mung der  Verbreitungsbezirke  von  Thieren  und  Pflanzen,  etc. 

4)  Con forme  Projektionen,  bei  denen  die  Winkel,  welche  zwei 
Linien  auf  der  Erdoberfläche  einschliessen,  auch  im  Bilde  erhalten 
bleiben. 

Die  Entscheidung,  welche  von  diesen  Projektionen  vorzuziehen  ist, 
hängt  von  vielen  Umständen  ab.  Für  die  Schiffahrt  hat  man  eigene 
Karten,  bei  denen  die  Haupteigenschaft  gefordert  wird,  dass  die  Curs- 
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linie  des  Schiffes  sich  als  Gerade  darstellt;  für  Himmelskarten  ist  es 
für  viele  Zwecke  bequem,  wenn  sich  die  grossten  Kreise  als  Gerade 
darstellen.  Will  man  einen  Überblick  über  die  Flüchenverhältnisse 
verschiedener  Liinder  erhalten  (z.  B.  bei  Karten,  welche  die  Fauna 
oder  Flora  der  Länder  darstellen  soll,  in  manchen  Fällen  bei  meteoro- 
logischen und  geologischen  Karten)  so  wird  man  aequivalente  Abbil- 
dungen wählen;  sind  solche  Rücksichten  nicht  massgebend,  so  lassen 
sich  keine  festen  Regeln  angeben,  und  sind  hierüber  auch  die  Mei- 
nungen getheilt;  Tissot  (1.  c.  pag.  41)  spricht  sich  dahin  aus,  dass 
man  vor  allem  darauf  zu  sehen  hat,  dass  die  Winkel  in  der  Karte 
nicht  verändert  werden  oder  dass  die  Veränderung  doch  wenigstens 
eine  möglichst  geringe  ist.  Dann  werden  die  Entfernungen  notwendig 
verändert  und  man  hat  als  zweite  Forderung  zu  stellen,  dass  die  Ver- 
änderlichkeit der  Entfernungen,  also  die  Veränderlichkeit  des  Mass- 
stabes möglichst  gering  sei,  und  endlich  soll  man  darauf  sehen,  dass 
die  Netzlinien  möglichst  einfach  zu  zeichnen  seien,  oder,  wenn  dieses 
schon  nicht  geht,  dass  die  Formeln  für  die  Coordinaten  der  Punkte 
möglichst  einfach  werden,  so  dass  das  Einzeichnen  der  Punkte  mög- 
lichst leicht  werde.  Darauf  hat  nun  Tissot  seine  „Compensative  Pro- 
jektio?iic  (1.  c.  pag.  45ff)  gegründet,  welche  in  diesem  Buche  im  An- 
schlüsse an  die  allgemeine  Theorie  im  4.  Kapitel  gegeben  wird. 


I.  KAPITEL. 
PERSPEKTIVISCHE  PROJEKTIONEN. 


3.  Die  perspektivischen  Projektionen  entstehen,  wenn  man  aus 
einem  willkürlich  angenommenen  Punkte  Strahlen  nach  den  einzel- 
nen Punkten  des  darzustellenden  Objektes,  also  hier  der  Erdoberfläche 
zieht,  und  diese  Projektionsstrahlen  mit  irgend  einer,  ebenfalls  will- 
kürlich angenommenen  Ebene  zum  Schnitt  bringt.  Kennt  man  die 
relative  Lage  dieser  Ebene  (der  Projektionsebene)  und  des  angenom- 
menen Projektionscentrums  gegenüber  der  abzubildenden  Fläche,  so 
kann  man  construktiv  oder  analytisch  das  Bild  der  Fläche  erhalten, 
und  auch  umgekehrt  aus  dem  Bilde  das  Original  reconstruieren. 

Um  aber  ein  Bild  der  Erdoberfläche  zu  erhalten,  denkt  man  sich 
zunächst  ein  verkleinertes  völlig  ähnliches  Bild  derselben,  und  dieses 
wird  dann  perspektivisch  auf  eine  Ebene  projiciert.  Die  Grösse  der 
Karte  hängt  nun  offenbar  zunächst  von  der  Grösse  des  zur  Dar- 
stellung gewählten  verkleinerten  Abbildes  der  Erdoberfläche  ab,  ferner 
aber  auch  von  der  Entfernung  der  Projektionsebene  vom  Projektions- 
centrum; eine  parallele  Verschiebung  der  ersteren  ändert  die  Form 
der  Karte  nicht,  wol  aber  den  Massstab  derselben;  hingegen  wird 
eine  Verschiebung  des  Projektionscentrums  notwendig  die  Form  der 
Karte  ändern,  und  die  wesentlichen  Verschiedenheiten  der  im  folgen- 
den zu  behandelnden  Projektionsmethoden  sind  durch  die  verschiedene 
Lage  des  Projektionscentrums  bedingt.  Man  kann  sich  dies  am 
leichtesten  versinnlichen,  wenn  man  sich  in  dem  Projektionscentrum 
ein  Auge  denkt;  diesem  erscheint  dann  die  Erdoberfläche  genau  so 
wie  ihr  perspektivisches  Bild,  und  man  kann  daher  auch  das  Projektions- 
centrum als  Augpunkt  bezeichnen. 

Denken  wir  uns  für  die  perspektivischen  Projektionen  die  Erde 
als  Kugel  und  verbinden  wir  ihren  Mittelpunkt  C  mit  dem  Projektions- 
centrum 0\  diese  Verbindungslinie  schneidet  die  Kugeloberfläche  in 
zwei  Punkten.  Kennt  man  die  Lage  eines  dieser  Punkte,  und  die 
Entfernung  des  Projektionscentrums  vom  Mittelpunkte,  so  ist  damit 
die  Lage  des  Projektionscentrums  bestimmt.  Denkt  man  sich  von 
diesem  auf  die  Bildebene  ein  Perpendikel  gefällt,  und  die  Lage  dieses 
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Perpendikels  gegenüber  der  Verbindungslinie  OC  bestimmt1),  so  ist 
damit  auch  schon  die  Lage  der  Bildebene  selbst  bekannt,  bis  auf 
den  Abstand  derselben  vom  Projektionscentrum,  der  aber,  wie  schon 
erwähnt,  ohne  Belang  ist. 

In  der  Praxis  nimmt  man  immer  an,  dass  die  Verbindungslinie 
des  Kugelmittelpunktes  und  des  Projektionscentrums  mit  dem  von  dem 
letzteren  auf  die  Projektions-  oder  Bildebene  gefällten  Perpendikel 
zusammenfällt.  Man  nimmt  dabei  das  Projektionscentrum  stets  so  an, 
dass  diese  Verbindungslinie  der  Projektionsstrahl  des  Mittelpunktes 
des  darzustellenden  Theiles  der  Kugel  ist;  mit  anderen  Worten  ausge- 
drückt: ist  A  ein  ungefähr  in  der  Mitte  des  darzustellenden  Flächen- 
theiles  liegender  Punkt,  den  wir  den  Hauptpunkt  oder  Mittelpunkt  des 
Flächentheiles  nennen,  so  wird  der  Augpunkt  in  dem  (eventuell  verlän- 
gerten) Halbmesser 
dieses  Punktes  ange- 
nommen ,  und  die 
Bildebene  senkrecht 
zu  diesem  Halbmes- 
ser; das  Bild  a  des 
Punktes  A  wird  dann 
der  Haupf-  oder  Mit- 
telpunkt  der  Karte. 

Sei  (Fig.  1)  A 
der  Mittelpunkt  des 
darzustellenden  Flä- 
chentheiles, P  der 
Mordpol  (also  die 
Ebene  des  Zeichen- 
papiers mit  dem  Me- 
ridian von  A  zusam- 
menfallend ge- 
dacht), in  der  Ver- 
längerung von  AC 
das  Projektionscen- 
truui  0  und  sei  E 
die  Bildebene,  in 
irgend  einem  Punkte 

a  des  Projektionsstrahles  OA  auf  diesem  senkrecht,  so  dass  q  der 
Mittelpunkt  der  Karte  wird.  Sei  ß  die  geographische  Breite  von  A  und 
zählt  mau  die  Längen  von  dem  Meridian  A  P  aus,  so  handelt  es  sich 
darum,    aus    der  geographischen  Breite  <p,    und    der  Längendifferenz 


Fig.   1. 


1)  Schneidet    dieses  Perpendikel  die  Kugel,    so  wird  seine  Lage  durch  die 
sphärischen  Coordinaten  eines  der  Durchschnittspunkte  bestimmt  werden  können. 
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l  eines  Punktes  F  der  Erdkugel  seinen  Ort  auf  der  Karte  zu  be- 
stimmen. Zu  diesem  Zwecke  beziehen  wir  die  Projektion  /'  dieses 
Punktes  auf  ein  rechtwinkliges  Axensystem,  dessen  .Taxe  durch  das 
Ijihl  p  des  Nordpoles  P  geht;  die  positive  F-axe  sei,  wo  nicht  aus- 
drücklich das  Gegentheil  bemerkt  ist,  vom  Mittelpunkte  der  Karte 
gegen  das  Bild  des  Poles  zu;  da  die  Jr-axe  als  Schnitt  der  Meridian- 
ebene von  A  mit  der  Projektionsebene  entsteht,  woraus  unmittelbar 
folgt,  dass  das  Bild  des  ersten  Meridians  (des  Meridians  des  Mittel- 
punktes der  Karte)  eine  Gerade  ist,  so  werden  Punkte  mit  westlicher 
Länge  auf  der  einen,  Punkte  mit  östlicher  Länge  auf  der  anderen 
Seite  liegen,  und  es  soll  nun  festgesetzt  werden,  dass  für  Punkte  mit 
östlicher  Länge  das  x  positiv  sei,  wodurch  der  Sinn  der  Zählung 
unzweideutig  festgelegt  ist.1)     Man  hat  nun 

AP  =90  —  ß  -L^U^    *—*> 

'  fp  =  90  —  (p 
^r  APF  =  A 

fm  =  x\     am  =  y. 
Wir  setzen  nun  ^A-o.^  \W- 

0a  =  D;    OC  =  a;    CF  =  r ;    af  =  q 
und 

AF=^ACF=vx    ^PAF^u.^*' 

Nun  ist  der  Winkel  paf  der  Neigungswinkel  der  Ebenen  m<i<)  und 
faO,  also  gleich  dem  Winkel  PAF,  daher  auch  <£  maf=u\  man 
hat  dahef  ^  ^ 

6" «,  fm  =  x  =  p  sin  u 

am  =  y  —  q  cos  u. 

Aus  dem  Dreiecke  Ouf  folgt 

Fällt  man  von  P 'ein  Perpendikel  Fn  auf  den  Projektionsstrahl  OA, 
so  ist       V„  -L*t  +       Y      Ao  fs„ 


,         .   ,.  _  Fn  r  sin  v 

°        '  "  ~  0  G  -f-  Cn        a  -\-  r  cos  v 


demnach 


folglich 


. 


Dr  sin  v 


a  +  t  cos  v 

Dr  sin  v  sin  n 

X  =  - ; 

a  -\-  r  cos  v 

Dr  sin  v  c>>-  u 


0) 


y  =  — 


a  -\-  r  cos  v 


1)  Dabei  ist  zu  bemerken,  dass  bei  Polarprojektionen,  da  hier  A  mit  P 
zusammenfällt,  die  Längen  l  von  der  negativen  Y-axe  gegen  die  positive  X-axe 
zu  gezäblt  werden. 


Aus  dem    sphärischen  Dreiecke  AFP  findet  man    durch  Anwendung 
der  drei  Grtindformeln  des  sphärischen  Dreieckes: 

cos  v  =  sin  ß  sin  cp  -J-  cos  ß  cos  cp  cos  X 

sin  y  sin  u  =  sin  A  cos  cp 

sin  y  cos  w  =  cos  ß  sin  op  —  sin  ß  cos  <p  cos  X. 
Setzt    man   diese  Werte    von  cos  v,  sin  v  sin  ?<  und  sin  v  cos  m  in    die 
Formeln  (1)  ein,  so  findet  man  sofort  «5  «ilrO\  v*-    ■ 

Dr  sin  l  cos  m  \  _  A-  - 

ÜJ  = r I  \ 

a  -\-  r  (sin  0  sin  cp  -f"  cos  ß  cos  cp  cos  Ä)  I  ,yV 

Dr  (cos  ß  sin  gj  —  sin  ß  cos  qp  cos  Ä) 
"         a  -f-  r  (sin  (3  sin  <p  -f-  cos  ß  cos  qp  cos  I  ' 

Durch  diese  Gleichungen  sind  nun  die  rechtwinkligen  Coordiuaten 
x,  y  eines  Punktes  f  der  Karte  ausgedrückt  durch  die  geographische 
Breite  cp  des  Punktes  F  der  Erde,  den  Längenunterschied  X  von  dem 
Mittelpunkte  der  Karte  und  durch  die  die  Grösse  der  darzustellenden 
Fläche,  die  Lage  des  Kartenmittelpunktes,  des  Auges  und  der  Projek- 
tionsebene fixierenden  Constanten  r,  ß,  B,  a.  Man  könnte  demnach 
schon  nach  diesen  Formeln  das  Bild  irgend  eines  Punktes  construieren ; 
dieser  Vorgang  wäre  aber  für  das  Zeichnen  der  Karten  äusserst  un- 
praktisch, und  man  zieht  es  vor,  sich  zunächst  ein  Kartennetz  her- 
zustellen, in  welches  man  dann  die  einzelnen  Punkte  einträgt.  Wenn 
man  einmal  in  den  Gleichungen  (I)  die  Grösse  (p  constant  behält, 
und  nur  l  variiren  lässt,  so  erhält  man  das  Bild  der  Gesammtheit 
der  Punkte,  welche  dieselbe  geographische  Breite  haben,  also  das 
Bild  eines  Parallelkreises.  Statt  aber  denselben  in  der  Weise  zu 
zeichnen ,  dass  man  für  ein  und  dasselbe  cp  uud  für  verschiedene 
Werte  von  X  die  Coordinaten  x  und  y  einiger  seiner  Punkte  rechnet, 
kann  man  auch  die  Gleichung  dieser  Linie  aufstellen.  Unter  der 
Voraussetzung  eines  constanten  cp  stellen  die  beiden  Gleichungen  (I) 
bereits  diese  Linie  vor,  indem  die  Coordinaten  x  und  y  durch  einen 
veränderlichen  Parameter  X  ausgedrückt  sind.  Nimmt  mau  für  x  einen 
gewissen  Wert  an,  so  giebt  die  erste  der  beiden  Gleichungen  (I) 
den  zugehörigen  Wert  von  A,  und  setzt  man  diesen  in  die  zweite 
ein,  so  erhält  man  den  zugehörigen  Wert  von  y\  statt  dessen  kann 
man  aber  auch  allgemein  in  analytischer  Form  den  Wert  von  X  aus 
der  ersten  Gleichung  durch  x  ausdrücken,  und  in  die  zweite  ein- 
setzen, was  aber  darauf  hinauskommt,  den  Wert  von  X  aus  den  beiden 
Gleichungen  zu  eliminieren,  wobei  man  irgend  einen  beliebigen  Weg 
einschlagen  kann.  Die  Eliminationsgleichung  giebt  dann  das  System 
der  Parallelkreise.  Ebenso  wird  man  ein  anderes  Liniensystem  er- 
halten, wenn  man  dem  X  verschiedene,  aber  constante  Werte  beilegt; 
für  einen  gewissen,  constanten  Wert  von  X  erhält  man  die  Gesammt- 
heit der  Bilder  der  Punkte,  welche  unter  verschiedenen  Breiten  liegen, 
aber   dieselbe  Längendifferenz   gegen  A  haben,  d.  h.  Punkte,  welche 
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unter  demselben  Meridian  liegen.  Man  könnte  auch  wieder,  um  einen 
Meridian  zu  zeichnen,  bei  fortwährend  constantem  A  zu  einem  ange- 
nommenen Werte  von  x  aus  der  ersten  Gleichung  das  zugehörige 
cp  suchen ,  diesen  Wert  in  die  zweite  Gleichung  substituieren  ,  und 
dadurch  den  zugehörigen  Wert  von  y  erhalten ;  um  diese  Substitution 
nicht  jedesmal  neuerdings  vornehmen  zu  müssen,  kann  man  aber 
den  aus  der  ersten  Gleichung  folgenden  Wert  von  cp,  welcher  natür- 
lich eine  Funktion  von  x  und  A  sein  wird,  in  die  zweite  einsetzen, 
und  erhält  dann  y  als  Funktion  von  x  und  A;  der  eingeschlagene 
Weg  kömmt  aber  darauf  hinaus,  aus  den  beiden  Gleichungen  cp  zu 
eliminieren.  Wir  kommen  also  zu  dem  Resultate,  dass  wir  die 
Gleichung  der  Parallelkreise  erhalten,  indem  wir  A  aus  den  Gleichungen 
(I)  eliminieren,  und  die  Gleichungen  der  Meridiane,  indem  wir  <p 
aus  denselben  eliminieren.  Die  Gleichung  der  Parallelkreise  wird 
dann  blos  x,  y,  cp  enthalten,  und  jedem  speziellen  Werte  von  cp  ent- 
spricht der  zu  dieser  Breite  gehörige  Parallelkreis;  die  Gleichung  der 
Meridiane  enthält  x,  y,  A  und  zu  jedem  Werte  von  A  gehört  ein 
Meridian.  Durch  Spezialisierung  der  Werte  von  A  und  cp  in  den 
beiden  erhaltenen  Gleichungen  wird  man  demnach  das  System  der 
Meridiane  und  Parallelkreise  also  das  Karlcnnelz  erhalten,  und  es 
wird  sich  auch  in  der  Folge  immer  darum  handeln,  Methoden  für 
die  analytische  oder  construktive  Bestimmung  derselben  zu  geben. 
4.  Sowol  die  Entfernung  zweier  Punkte  als  auch  der  Winkel 
zweier  Linien  auf  der  Karte  werden  nicht  gleich  sein  der  Entfernung 
der  Punkte,  resp.  dem  Winkel  der  Linien  auf  der  Kugel,  deren  Bilder 
sie  sind.     Seien  (Fig.  2)  P,  P'  zwei  Punkte  der  Erdkugel,  p,  p    ihre 

Bilder,  so  wird  das  Verhältnis  yL  ein  Mass  für  die  Vergrösserung, 
eventuell  Verkleinerung,  der  Linie  l'P'  geben;  lässt  man  nun  PP' 
unendlich  klein  werden,  so  wird  der  Grenzwert  des  Verhältnisses  J^-, 

für  einen  unendlich  klein  werdenden  Wert  von  PP'  ein  Mass  für  die 
Vergrösserung —  oder  Verkleinerung—  an  der  betrachteten  Stelle  und  in 
der  betrachteten  Richtung  sein;  denn  es  wird  im  allgemeinen  diese  Ver- 
grösserun"',  d.  h.  der  Massstab  der  Karte  in  verschiedenen  Punkten  und 
auch  an  demselben  Punkte  in  verschiedenen  Richtungen  verschieden 
sein  können,  und  auch  wirklich  verschieden  sein.  Ist  ferner  der 
Winkel,  welchen  die  Linie  PI''  (der  berührende  grösste  Kreis)  mit  dem 
grössten  Kreise  PA  macht,  co,  und  der  Winkel,  welchen  das  Bild  pp 
oder  die  in  p  an  die  Bildcurve  gezogene  Tangente  mit  dem  Bilde  pa 
macht,  welches  notwendig  eine  Gerade  sein  muss,  da  es  der  Schnitt 
der  Ebene   OPA  mit  der  Projektionsebene  ist,  a',  so  wird  auch  a  im 

allgemeinen    nicht    gleich  co   sein,    und    die  Ausdrücke    für   -?.  und 

oj'  —  to    oder    ^-    werden    ein  Mass  für  die  Verzerrung   der  Karte 
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in  dem  betrachteten  Punkte />  geben;  die  Karte  würde  dem  Originale 

=  1  oder  co'  —  a>  =  0  wäre ; 


1 


völlig  ähnlich  sein,  wenn  py, 

das  Ideal  einer  guten  Karte  wäre  erreicht,  wenn  diese  Bedingungen 
in  jedem  Punkte  der  Karte  erfüllt  würden;  allein,  wie  später  näher 
erörtert  werden  wird,  ist  dieses,  da  eine  Kugel  auf  eine  Ebene  nicht 
abwickelbar  ist,  überhaupt  nicht  erreichbar,  und  man  muss  sich 
begnügen,  diesen  idealen  Verhältnissen  mehr  oder  weniger,  —  so 
weit  als  möglich  — 
sich  zu  nähern.  Aus 
diesem  Bestreben, 
verbunden  mit  dem 
Wunsche  möglichst 
einfache  Methoden 
zur  Zeichnung  der 
Netze  zu  haben, 
gingen  die  verschie- 
denen Versuche  und 
Projektionsmetho- 
den hervor. 

Mögen  in  Fig.  2 
0,  C,  A,  a,  B,  r,  q,  v,  u 
dieselbe  Bedeutung 
haben  wie  in  Fig.  1 ; 
seien  P,  P'  zwei  un- 
endlich benachbarte 
Punkte  der  Kugel, 
in  der  Entfernung 
ds]  ihre  Bilder  seien 
p,  p  und  deren  Ent- 
fernung pp  =  dS\ 
sei  ferner  der  Winkel  MPA,  den  der  durch  PP'  gehende  grösste  Kreis 
(der  an  eine  durch  P  gehende  Curve  berührend  gedacht  ist)  mit  AP 
einschliesst,  ca;  dessen  Bild  mpa  =  ta.  Zeichnet  man  auf  der  Kugel 
aus  dem  Mittelpunkte  A  mit  dem  Halbmesser  A  P  den  kleinen  Kreis- 
bogen Px ,  so  entsteht  ein  bei  x  rechtwinkeliges ,  als  eben  zu 
betrachtendes  Dreieck  PP'  x,  und  da 

<£  Pnx  =  du 
^  P'Cx  =  dv 


Fig.  2. 


so  ist 


demnach 


o  o 


P  x  =  r  sin  v  du 
Px  =  r  dv 

ds2  =  r2  sin  v2  du2  -f-  r2  dv2. 


V2 
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Um  auch  dS  direkt  durch  v  und  u  auszudrücken,  gehen  wir  von  den 
Gleichungen  (1)  aus;  diese  geben  durch  Differentiation 


oder 


,  r.      T  cos  v  sin  u    ,     r  sin  v2  sin  u~ 

dx  =  Dr    — : h  ,  — .   —      ., 

\a  -f-  r  cos  v    '     (a  ~\-  r  cos  v)2 

,  „     f  cos  v  cos  u    ,     r  sin  v2 

du  =  Dr     — j h  . — = 

J  \a  -\-  r  cos  v    '    (a  +  rc 


cos  u 

cos  v)2 


,       ,    Dr  sin  v  cos  «    , 
dv  h j du 

a  -\-  r  cos  w 

,  Dr  sin  0  sin  u    , 

«*> : — du 

a  -f-  r  cos  ü 


rfa; 


r.     (r  4-  a  cos  v)  sin  u    7       ,     ,,      sin  ü  cos  t*    , 
Dr      ,     , —      — ö—  rfy  +  Z/T  — ; —         du 


(a  -f-  *"  cos  VJ2 


j  n       (''  +  a  cos  V)  COS  it     , 

du  =  Z?r  v   /    . ^^—  ^y 

17  (a  -\-  r  cos  v)2 


a-f-  r  cos« 

r,      sin  «  sin  %    , 
Z/r  — : du 

a  -f-  r  cosv 


daher 


.  _„              .,     .      ,    .,          n2    .,  (r  -f-  a  cos  v)2     ,   .,    .     n,     .,  sin  «• 

cfS2  =  dx1  4-  dij-  =  D-  r-  )   -. — -.  dV  +  Dl  r-  ,     . 

'       J  (a  -j-  r  cos  vv  '  («  +  r  cc 

Mit  diesen  Werten  von  ds  und  dS  erhält  man  nun: 

,..,  [~  )    dv'1  4-  sin  v'  du2 

D-  \«  +  t  cos  v/  ' 

(a  -f-  r  cos  v)2  dv2  -\-  sin  «2  c2m2 

fr4-acosv\2    ,     /  .         dw\-' 

(  — i +  l  sm  v  TT»  ) 

\a  -\-  r  cos  vj      '     \  av/ 


du2. 


[ds) 


oder 


\ds)  (an 


-|-  r  cos  i;)2 


diA  '- 


di 


1  +  (sin  y  dl) 


ruj 


Aus  dem  Dreiecke  DP' x  findet  man  weiter  für  den  Winkel  PP'x, 
welcher  bis  auf  unendlich  kleine  Grössen  gleich  ist  MPA  =  co: 


tg  03 


Px  •        du 

P  x  dv 


Hetzt  man    diesen  Wert  oben  ein,  und  nennt  das  Vergrösserungsver- 


ds 


so  erhält  man 

k'1  = 


D2 


/r  +  acoSOy 

\a  4-  r  cos  vj       '      ° 


oder 


Se- 


in -\-  r  cos  v2)  1  +  tg  co 

D2 


Kr  -\-  a  cos  oV 
a  +  r  cos  vy 


cos  G)2  -f-  sin  co- 


"] 


(a  +  »"  cos  v)2  ' 

Das  Vergröbserungsverhältnis  ist  demnach  als  Funktion  der 
Entfernung  vom  Kartenmittelpunkte  und  vom  Azimute  dargestellt; 
setzt  man  hier  co  =  0,  so  erhält  man  die  Vergrößerung  im  Punkte  P 
in  der  Richtung  vom  Kartenmittelpunkte  gegen  Phiu,  also  in  radialer 
Richtung.     Diese  Verorrösserung  wird 


\j"~ 


l.  _     n    r  ~^~  a  cos  v 

1  [a  -\-  r  cos  v)2 
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setzt  man  a  =  90°,    so   erhält  man  die  Vergrösserung  in  der  darauf 
senkrechten  Richtung-,  sie  wird 

k  -■       J> 

•    u:  -  2        a  _|_  j'  cos  « ' 

demnach  ganz  allgemein 

/•  =  £,  cos  ra2  +  k2  sin  ra2. 
Dabei    sind   D  und  «  in  denselben   Einheiten    auszudrücken ,    wie 

r\    ist  ~.e>~^*     Os*^jA 

,.  '     r  ' 

so  wird 

.  o  d*  V(  1  4-  a;  cos  t?\«  ,    .      .        2~| 

k2  ==  - — : ( — L. )   cos  «'  4-  sin  co*  a       AaJUbu*     &S 

(x  -f-  cos  vy  L\  x  -\-  cos  v  /  '  -1  I    —  ifa*yyJf^ 

Dabei  ist  jedoch  nicht  zu  vergessen,  dass  das  Bild  nicht  von  der 
Erdkugel   selbst   abgenommen  wird,   sondern  von  einer  verkleinerten  Q 
Copie.   Ist  r  ihr  Radius,  R  derjenige  der  Erdkugel,  so  ist  letztere  im 

Verhältnisse  ~  verkleinert,    daher   der  Massstab   der  Karte   in    einem 

gegebenen  Punkte  und  in  einer  gegebenen  Richtung  ^  k.     (Für  das 

Ellipsoid  hätten  r,  E,   die    Bedeutung   der  einander   entsprechenden 
Halbaxen). 

Denkt  man  sich  im  Punkte  P  ein  unendlich  kleines  Rechteck,  /(  >- 
dessen  eine  Seite  mit  der  Richtung  von  /*nach  dem  Mittelpunkte  der  ^>A 
darzustellenden  Fläche  zusammenfällt,  und  zeichnet  das  entsprechende 
Rechteck  auf  der  Karte,  so  wird  dieses  auch  vergrössert  erscheinen 
(wobei  natürlich  eine  Verkleinerung  dadurch  zum  Ausdrucke  kommt, 
dass  der  Vergrösserungsfaktor  ein  echter  Bruch  ist);  seien  die  beiden 
Seiten  des  Rechteckes  auf  der  Kugel  dsi7  ds2,  so  sind  sie  auf  der 
Karte  kxds\,  k2dsi\  die  entsprechenden  Flächen  sind  daher  dslds2 
und  klk2ds]ds2,  folglich  die  Vergrösserung  des  Rechtecks,  oder  kürzer 
die  Flächenvergrössernng 1) 


1)  Es  ist  dabei  zu  bemerken,  dass  nur  scheinbar  eine  Willkürlichkeit  darin 
gelegen  ist,  gerade  dieses  Rechteck  zur  Bestimmung  der  Flächenvergrüsserung 
zu  verwenden.  Wählt  man  statt  dessen  ein  Rechteck,  dessen  Seiten  die  Azi- 
mute co  und  90  -f-  co  haben,  so  sind  die  zugehörigen  Linearvergrössernngen,  wenn 
man  Kürze  halber 

r  -J-  «cos  v 


a  -\-  rcos  v 


m  setzt: 


km  =  — ; FW' cos oo2  4-  sin w2 

a  -j-  rcosv 

D 


/,■  90  +  co  =  —  V m-  sin  oj2  -4-  cos  co2, 

a  -\-  rcosv 


demnach 


2)2  . 

/,•  w  7,:9o  +  tu  =  —  r«  V{mx  4-  1 )  sin  co2  cos  co2  4-  m2  (cos  co4  4-  sin  co') 

T         («-f  rcosv)2 


14  §  4 


also  für  unseren  Fall 


„ ~2   r  -f-  «cos« 

[a  -f-  rcosw)3* 


Zieht  man  ferner  in  Fig.  2  den  Kreisbogen  py,  mit  dem  Mittel- 
punkte  in  a,  so  wird 


oder 


und  daher 


py  =  pp  sin  ;;j»  y 
(k/m  =  ^/Ssin  co' 


du  sin  «(Zw  ts-  co 

sin  co  =  0  ,,.= 


'/S         7//r4-ocos«\«      _   .     .      .  _   ,        ^m2-!- tgeo2' 
r     v«  -f-  r  cos  «/ 

wenn  Kürze  halber 

r  -\-  a  cos  « 

— —  ???, 

1  a  -\-  r  cos  v 

gesetzt  wird;    daraus  folgt  nun 

.         ,         sin  co  tg<» 

tg  CO   =  ,  =  -2— 

0  cos  CO  Vi 

oder 

,        ,        a  4-  r  cos  v  ,  /ITTN 

tg  co  =  — p tg  ca.  (111 

0  r  -f-  a  cos  0    °  v       ; 

Das  Maximum  der  Änderung  der  Richtung  tritt  ein,  wenn  co'  — -  co 


oder 


k a>  k 90  +  01  =  =rr~ ; —     — 7j  Vim2  —  l)2 sin  2 co2  -f  4  «<*■ 
2(a4-rcosv)2     v  '  •  ' 


Wenn  nun  in  der  Karte  die  Bilder  der  in  den  Azimuten  co  und  90  -f-  co 
gezogenen  Richtungen  auch  aufeinander  senkrecht  stehen  würden,  so  würde 
/.,,  /  Mif-o)  der  Wert  der  Flächenvergrösseruiig  sein,  also  abhängig  von  co;  allein 
wir  werden  später  (s.  §  43)  sehen,  dass  diese  Bilder  nicht  aufeinander  senkrecht 
stehen,  und  in  der  That  die  Flächeuvergrösserung  von  der  Wahl  der  Figur  un- 
abhängig ist.  Ist  nun  der  Winkel  der  Bilder  der  beiden  Richtungen  co  und  90  -f-  w 
gleich  90  +  5',  so  wird  K  —  kwkQty-^- wcosd',  demnach 

cosd=:= — r1—  —  =  ■,  ===== 

K  (o  A;no  +  oi        J/(m2  _  1)2  sin  2m2  -f-  4  ms 
Diese  Winkeländerung  d'  wird   am  grössten,  wenn  cos S'  am  kleinsten,  also 
der  Nenner  ein  Maximum,  was  für  co  =  45°  stattfindet;  dann  wird,  wenn  dieser 
Maximalwert  mit  dt  bezeichnet  wird: 

2m  ,        1  —  cos  §,       n  —  mV     ,       ,     d,        1  —  m 

cos  <?,  =  oder  -*  =  1  1     also  tg  -*-  =  —. . 

m2  -f-  1  1  -f-  cos  d\       Vi  +  m/  2         1-4-  m 

S{  giebtdie  Maximaländerung  eines  rechten  Winkels,  während  der  oben  bestimmte 
Wert  von  8  die  überhaupt  mögliche  Maximaländerung  eines  Winkels  giebt 
(s.  auch  §  43). 
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ein  Maximum   wird,    also    -^  —  1  =0;    es    folgt    aber    aus    Glei- 
chung (III) : 

da  1  cos  co'2         l         1  -\-  tg  co2 


m  cos  co2        m     „    ,     1    ,       „ 

1  -\ ,tg(»2 

m2 


Die  Bedingung  für  das  Maximum  wird  daher 


m  H tg  co 


woraus  folget 


tg  o  =j/m}  tgro'  =  *,-, 


HA 


folglich 


tg  (o  -  co)  -  -_,    sin  («-«)-  ,  +  w 


2^w 
oder  wenn  der  Wert  von  »«  restituiert  wird : 

,    ,  .         a  —  r    1  —  cos  v         a  —  r  , 

sin  ( co   —  to )  =  — : —    - — j =  — ; —  ti 

v  J         a  -\-r    1  -\-  cos  v         a  -f- r 


Hieraus  folgt  noch 


.  0  1    —    COS   2  CO 

tg  a-  =  r-j —  — —  =  W 
ö  1  -j-  cos  2  co 


cos  2  co  =  — 


l  +  ffl 

Die  Änderung   eines  Winkels  ist  nun   gleich    der  Differenz   der 

Richtungsänderungen,  wenn  beide  Richtungen  auf  derselben  Seite  von 

PA,   und    gleich  der  Summe,  wenn  sie  zu  verschiedenen  Seiten  von 

PA  liegen.    Die  Maximaländerung  des  Winkels  wird  demnach  gleich 

der  doppelten  Maximaländerung  der  Richtung,  also  gleich  2(a>'  —  «) 

sein;  nennt  man  dieselbe  d,  so  wird  also 

S        a  —  r  ,     v2 .  /ttt'\ 

sin  —  =  — ; —  tg  —  (111 ) 

2  a  +  r    °   2  v        ; 

Die   Gleichungen    (1),    (II),    (III)    oder    (III')    sind    die   Grund- 
gleichungen  für  alle  perspektivischen  Projektionen. 

5.    Man  unterscheidet  4  Hauptformen  von  perspektivischen  Pro- 
jektionen u.  zw.: 

1)  Das  Projektionscentrum   befindet   sich   in  unendlicher  Entfer- 
nimg: die  orthographische  Projektion. 

2)  Es  ist  in  der  Oberfläche  der  Kugel  selbst  gelegen :  die  stereo- 
graphische Proj  ektion . 1 ) 


1)  Nach  Lambert  „Beiträge  zum  Gebrauche  der  Mathematik  und  deren 
Anwendung1'  III.  Theil,  p.  109:  „Vermutlich  in  Ermangelung  eines  bestimmteren 
Ausdruckes." 
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3)  Es  fällt  mit  dem  Mittelpunkte  der  Kugel  zusammen :  centrale 
oder  gnomonische  Projektion. 

4)  Es  befindet  sich  ausserhalb  der  Kugel:  externe  Projektion.1) 
Bei   allen  diesen  ist  aber  noch  eine  Grösse  willkürlich,   nämlich 

die  geographische  Breite  des  Mittelpunktes  des  darzustellenden  Flächen- 
theiles.     Je    nach    der    verschiedenen    Wahl    desselben    unterscheidet 
man : 
d)  Polarprojektionen,   wenn  /3  =  90°,   also   der  Pol  Mittelpunkt  der 

Karte  ist. 
b)  Aequatorealprojeklionen,  wenn  ß  =  0,  d.  h.  ein  Punkt  des  Aequa- 

tors  Mittelpunkt  der  Karte  ist. 
r)  Horizontal  Projektionen,  wenn  ß  beliebig  bleibt. 

1.  Orthographische  Projektion. 

0.  Die  Gleichungen  derselben  entstehen,  wenn  man  in  den 
Gleichungen  1,  II,  III  n  =  D  =  oo  setzt.  Dividiert  man  zu  diesem 
Behüte  zuerst  Zähler  und  Nenner  durch  a,  und  setzt  dann  die  Ver- 
hältnisse: 

1) 


so  folgt 


1 

(( 


x  =  r  sin  A  cos  qp 

y  =  r  (cos  ß  sin  cp  —  sin  ß  cos  cp  cos  A 

/',   =  cos  V  \ 

/ .,  =  I  K  =  cos  v  ' 

tg  co'  =  tg  co  sec  v  i 


(2) 

(3) 


.    S        ,      «>  (4) 

7.    rt)  Die  orthographische  Polarprojektion   entsteht  hieraus  für 
ß  =  90° ;  ihre  Gleichungen  sind 

,r  =  r  sin  A  cos  cp        t 
y  =  —  r  cos  A  cos  qp  ( 
I  >ie  Elimination  von  cp  wird  durch  Division  der  beiden  Gleichun- 
gen erzielt,  man  erhält  dadurch 

y  =  —  x  cot  A  (öß) 

als  Gleichung  der  Meridiane;  quadriert  und  addiert  man  die  Glei- 
chungen (2a),  so  folgt: 

x2  ~f~  y~  —  r~ cos  <p2  (°' a) 

als  Gleichung  der  Parallelkreise.  —  Man  ersieht  hieraus,  dass  die 
Meridiane  durch  gerade  Linien  dargestellt  werden,  welche  durch  den 
Mittelpunkt  der  Karte  (den  Pol)  gehen,  so  dass  der  von  den  Bildern 

1)  Nach  Steinhauser;  Fiormi  nennt  sie  Scenographische  Projektion. 
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zweier  Meridiane  eingeschlossene  Winkel  gleich  ist  dem  Längenunter- 
schiede der  beiden  Meridiane,  und  dass  die  Bilder  der  Parallelkreise  con- 
centrische  Kreise  (mit  dem  Pole  als  gemeinschaftlichen  Mittelpunkt)  von 
dem  Halbmesser  r  cos  cp  sind.  Die  Construktion  des  Netzes  bietet  keine 
Schwierigkeiten,  und  kann  leicht  in  folgender  Weise  ausgeführt  werden : 
Stelle  (Fig.  3)  die  ZeichnungsÜäche  die  durch  den  Kugelmittelpunkt  ge- 


c 

y 

JO 

e__ 

^s^^^^iZI 

^^^\^V^\" 

^°/£/S\/<^\     \ 

&>///\/\/>\\  \_ 

y°H.J  f^X^/\\  W- 

#0 IUI  /    /^^^^5v\vv- 

J]  1 1  1    I    1     T    t-^w 

p' 

\ff 

■"  i  a?     w         oa            so 

VF) 

\                          Jf 

' 

\#f 

yN 
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Fig.  3. 

dachte  Projektionsebene  dar.  Da  die  Projektion  eine  Polarprojektion 
werden  soll,  so  stellt  der  Kreis  AB  CD,  welcher  der  Schnitt  der  Kugel 
mit  der  Projektionsebene  ist,  den  Äquator  vor;  das  in  P  auf  die  Zeich- 
nungsfläche errichtete  Perpendikel  enthält  die  (im  Räume  gedachten) 
Pole  PPV  von  denen  jedoch  nur  einer  zu  betrachten  ist,  da  nur  eine 
der  beiden  Hemisphären  dargestellt  werden  kann;  sei  nun  PC  die 
positive  F-axe,  P  B  die  positive  A'-axe,  so  hat  man  die  Längen  in 
der  Richtung  AB  zu  zählen ;  die  Ebenen  der  Meridiane  stehen  senk- 
recht auf  der  Projektionsebene,  daher  sind  ihre  Schnitte  mit  der  letz- 
teren gleichzeitig  die  Projektionen  der  Meridiane.  Ist  also  A P'M=  A, 
so  ist  P'  31  das  Bild  des  Meridians  von  der  Länge  A.  Theilt  man 
demnach  den  ganzen  Kreis  AB  CD  etwa  von  10  zu  10  Graden  ein, 
und  zieht  die  zugehörigen  Radien,  so  erhält  man  das  Netz  der 
Meridiane  (in  der  Figur  sind  dieselben  für  einen  Quadranten  ver- 
zeichnet), wobei  es  nun  aber  gleichgiltig  bleibt,  welches  derAnfangs- 

llcnz,  Landkarteiiprojektionen.  2 
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puukt  der  Zählung  ist.  Denken  wir  uns  nun  den  ersten  Meridian  APC 
um  AC  in  die  Projektionsebene  umgelegt1),  so  dass  er  in  die  Lage 
von  A(P)  C  kömmt  (wobei  (P)  selbstverständlich  mit  B  zusammenfällt). 
Denkt  man  sich  ferner  einen  Punkt  N  von  der  Breite  cp  in  dem  ersten 
Meridian^/*  und  die  diesem  Punkt  entsprechende  projicierende  Gerade 
NN'  mit  der  Ebene  des  ersten  Meridians  umo-eleat,  so  kömmt  N 
nach  (N)}  NN'  nach  (N)N',  wenn  AP'(N)  =  cp  ist;  es  ist  demnach 
N'  die  Projektion  dieses  Punktes,  und  da  die  Projektionen  der  Parallel- 
kreise notwendig  Kreise  sind,  deren  Mittelpunkte  in  P'  liegen,  weil  die 
Ebenen  der  Parallelkreise  parallel  sind  zur  Projektionsebene,  so  ist 
der  mit  P' N'  als  Halbmesser  aus  dem  Mittelpunkte  P'  beschriebene 
Kreis  das  Bild  des  Parallelkreises  von  der  Breite  cp.  Die  Construk- 
tion  der  Parallelkreise  wird  daher  die  folgende:  Man  theilt  einen 
Quadranten  etwa  von  10°  zu  10°  (wozu  auch  schon  die  für  die  Me- 
ridiane erhaltenen  Theilpünkte  benützt  werden  können)  und  fällt  aus 
denselben  Perpendikel  auf  AC\  die  durch  die  einzelnen  Fusspunkte 
aus  dem  Mittelpunkte  P'  beschriebenen  Kreise  geben  die  Schaar  der 
Parallelkreise.  Die  Form  des  Kartennetzes  wird  durch  den  einen  in 
Fig.  3  dargestellten  Quadranten  versinnlicht. 

Da  Winkel  AP' M  =  A,  so  ist  die  Gleichung  der  Linie  P' M  in 
rechtwinkligen  Coordinaten 

—  -  =  cot  A 
x 

und  der  Halbmesser  P' N'  für   das  Bild   des  Parallelkreises   von   der 

Breite  AP'(N)  =  cp: 

P'  N'  =  P'(N)  cos  cp  =  r  cos  cp 

in  Übereinstimmung  mit  den  analytischen  Resultaten. 

8.  b)  Die  orthographische  Äquatorealprojektion.  Da  für  diese 
ß  =  0,  so  folgt  aus  den  Gleichungen  (2): 

x  =  r  sin  A  cos  cp  .  ,OL . 

(2b) 
y  =  r  sin  cp  ) 

Behufs  Elimination  von  cp  dividiere  man  die  erste  durch  sin  X, 
quadriere  die  so  entstehende  Gleichung  und  die  zweite  der  Gleichun- 
gen (2b)  und  addiere;  man  erhält  hierdurch 

x*      ,     , 

- — r*  -r  V  =  r~ 
sin  l2    '    J 


1)  Der  Punkt  P  kommt  in  der  Figur  nicht  vor,  und  ist  im  Räume  senkrecht 
über  P"  zu  denken;  dem  Gebrauche  in  der  deskriptiven  Geometrie  gemäss, 
werden  in  der  Folge  die  räumlichen  Punkte  mit  A,  B,  C...  ihre  Projektionen  auf 
verschiedenen  Ebenen  mit  den  entsprechenden  accentuierten  Buchstaben  Ä  B' C ... 
A" "B"0" ...  etc.  und  die  Umlegungen  durch  die  in  runden  oder  eckigen  Klam- 
mern eingeschlossenen  Buchstaben  {A),  (B),  (C),...  [A],  [B],  [C],...  bezeichnet 
werden. 
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r  -t 


(5  b) 
Da  die  zweite  Glei* 


(r  sin  l)2    '    f 
als  Gleichung  des  Meridians  von  der  Länge  X. 
chuug  (2b)  X  nicht  enthält,  so  stellt  die  Gleichung 

ij  =  r  sin  cp  (6  b) 

bereits  die  Gleichung  des  Parallelkreises  von  der  Breite  cp  vor.1) 

Die  Meridiane  der  Karte  sind  demnach  Ellipsen,  deren  gemein- 
schaftliche grosse  Axe  in  der  Richtung  der  y  gleich  r,  deren  kleine 
Axe  in  der  Richtung  der  x  gleich  r  sin  X  ist;  die  Parallelkreise  sind 
Gerade,  die  im  Abstände  r  sin  cp  zur  A'-axe  parallel  gezogen  sind. 

Zur  Construktion  denken  wir  uns  wieder  die  Projektionsebene 
durch  den  Kugelmittelpunkt  gelegt.  Ist  dann  (Fig.  4)  APBPX  der 
Schnitt  derselben  mit  der  Kugel,  so  befindet  sich  das  Auge  senkrecht 


über  C  in  unendlicher  Entfernung,  und  da  es  der  Voraussetzung  nach 
im  Äquator  liegen  soll,  so  muss  dieser  Kreis  ein  Meridian  sein,  und 
zwei  Punkte  P,  Px  desselben  sind  daher  die  Pole  der  Erde.  Ist  der  Winkel 
AC N '==  cp,   so   ist   ÄT  ein  Punkt  des  Meridians  AP  von  der  geogra- 


1)  Kürze  halber  wird  oft  statt  „Bild  des  Meridianes",  „Bild  des  Parallel- 
kreises", „Meridian",  „Parallelkreis"  gesagt  werden,  wo  eine  Verwechslung 
nicht  stattfinden  kann. 

2* 
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phischen  Breite  rp  und  die  durch  AT  senkrecht  auf  PPX  gelegte  Ebene 
die  Ebene  des  Parallelkreises  dieser  Breite.  Der  Schnitt  dieser  Ebene 
mit  der  Zeichnungsfläche  ist  gleichzeitig  die  Orthogonalprojektion  des 
Parallelkreises,  daher  ist  die  durch  N  parallel  zw  AB  gezogene  Gerade 
das  Bild  des  Parallelkreises  von  der  Breite  <p ;  die  Schaar  der  Parallel- 
kreise auf  der  Karte  wird  demnach  construiert,  indem  man  den  Bogen 
BP  etwa  von  10°  zu  10°  theilt,  und  durch  die  Theilungspunkte  die 
Parallelen  zu  AB  zieht. 

Die  Meridiane  auf  der  Kugel  sind  Kreise,  welche  sämmtlich 
durch  PP{  gehen,  ihre  Projektionen  sind  demnach  Ellipsen,  deren 
grosse  Axe  PPl  ist,  und  deren  kleine  Axe  in  die  Richtung  AB  fällt; 
die  Länge  der  letzteren  hängt  von  der  Neigung  der  Meridianebene 
gegen  die  Zeichnungsfläche  ab;  da  aber  AB  die  Projektion  des  Äqua- 
tors ist,  so  braucht  man,  um  die  Meridianellipse  von  der  Länge  A  zu 
finden,  nur  die  Projektion  des  in  dem  Äquator  gelegenen  Punktes 
des  fraglichen  Meridians  zu  suchen.  Hierzu  legen  wir  wieder  den 
Äquator  ACB  um  AB  in  die  Zeichnungsfläche  nach  A{C)B  um  (wobei 
(C)  mit  P  zusammenfällt.)  Der  erste  Meridian  (der  Meridian  des 
Kartenmittelpunktes  C)  steht  senkrecht  auf  der  Projektionsebene,  das 
Bild  desselben  ist  daher  PC'  Px  und  der  Punkt  des  Äquators,  von  dem 
aus  die  Längen  gezählt  werden,  ist  C,  dessen  Umlegung  (C) ;  ist  also 
(C)C\M)  =  A,  so  ist  (M)  die  Umlegung  des  Äquatorpunktes  M,  welcher 
der  Längendifferenz  A  entspricht,  und  das  Perpendikel  (M)M'  auf 
AB  die  Umlegung  der  Projicierenden  von  M,  also  M'  die  Orthogonal- 
projektion von  M,  und  die  Ellipse,  deren  Halbaxen  C'P,  CM'  das 
Bild  des  Meridians  von  der  Länge  A.  Will  man  demnach  die  Meri- 
diane auf  der  Karte  etwa  von  10°  zu  10°  verzeichnen,  so  hat  man 
von  den  Theilpunkten  von  BP  die  Perpendikel  auf  AP  zu  fällen,  und 
die  Ellipsen  zu  zeichnen,  für  welche  die  Endpunkte  der  kleinen  Axe 
durch  die  erhaltenen  Fusspunkte  gegeben  sind,  und  deren  gemein- 
schaftliche grosse  Axe  C P  ist.  Ein  Quadrant  des  Netzes  der  Meri- 
diane und  Parallelkreise  ist  in  Fig.  4  dargestellt. 

Da  für  den  Parallelkreis  die  Breite  (p 

C'p  =  C  N  sin  C  Nj)  =  r  sin  cp 
und  für   den  Meridian   der  Länge  A  die  grosse  Halbaxe  in  der  Rich- 
tung der  y:C'P—r,  die  kleine  in  der  Richtung  der  x 

CM'  —  C'(M)  sin  C'{M)M'  =  r  sin  A, 
so  sieht  man  die  Identität  der  analytischen  und  geometrischen  Resultate. 

9.  c)  Die  orthographische  Horizontalprojektion.  Für  diese  gelten 
die  Gleichungen  (2)  unverändert,  nämlich 

x  =  r  sin  A  cos  qp  \  (9  \ 

y  =  r  (cos  ß  sin  <p  —  sin  ß  cos  cp  cos  A)  / 

Zur  Elimination  von  qo  oder  A  schlagen  wir  einen  Weg  ein,  der 
in  der  Folge  immer  wiederkehren  wird.   In  den  Gleichungen  für  .r,  y 
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tritt  die  zu  eliminierende  Grösse  (sie  werde  allgemein  für  den  Augen- 
blick mit  6  bezeichnet)  in  der  Form  von  Winkelfunktionen  auf,  die 
sich  stets  auf  sin  <7  und  cos  6  zurückführen  lassen  5  wir  betrachten 
daher  die  beiden  Gleichungen  als  zwei  Gleichungen  mit  den  Unbe- 
kannten sin  6,  cos  a,  bestimmen  letztere  aus  denselben,  und  setzen 
die  gefundenen  Ausdrücke  in  die  Gleichung 

sin  ö2  -f-  cos  62  =  1 
ein;   aus   dem  Resultate   ist  6  verschwunden,   daher   die  Elimination 
bewerkstelligt.     Für   den  vorliegenden  Fall  hat  man  einfach  aus  der 
ersten  Gleichung 

cos  cp  =  — = — - 
x         r  sm  X 

und  dieses  in  die  zweite  eingesetzt,  und  sin  cp  bestimmt: 

y  4-  x  sin  ß  cot  X 

sm  cp  =  — ^ ; 

T  r  cos  p  ' 

demnach  das  Eliminationsresultat 


/     x     y  ,    ty  4-  x  sin  ß  cos  XV . 

\r  sin  X'        V  r  cos  ß         / 


vr  sin  X'    '    \         r  cos  ß 
oder  von  Nennern  befreit  und  gehörig  geordnet: 

x'  (cos  ß-  -f-  sin  ß-  cos  l'1)  -\-  y"1  sin  A2  -f-  2xij  sin  /3  sin  A  cos  A 

=  r2  cos  ß2  sin  A2,  (5  c) 

welches  die  Gleichung  des  Meridians  von  der  Länge  A  ist. 

Zur  Elimination  von  A  erhält  man  aus  der  ersten  Gleichung 

sin  A  = 

r  cos  qp 

und  dies  in  die  zweite  Gleichung  eingesetzt: 

, r  cos  ß  sin  qp  —  y 

r  sin  ß  cos  cp 
daher 

V  cos  cp/  \     r  sin  p  cos  qp     /  v      ' 

als  Gleichung  des  Parallelkreises  von  der  Breite  95.  Hieraus  folgt, 
dass  sich  die  Parallelkreise  auf  der  Karte  als  Ellipsen  abbilden,  deren 
Mittelpunkte  auf  dem  ersten  Meridian  in  der  Entfernung 

r  cos  ß  sin  <jp 
vom  Mittelpunkte  der  Karte  entfernt  sind,  und  deren  Halbaxen,  welche 
resp.  gleich  r  cos  qp  und  r  cos  cp  sin  ß  sind,  parallel  zur  X-  und  F-axe 
liegen. 

Auch  bezüglich  der  Meridiane  erhellt  aus  der  Form  der  Gleichung 
(5c),  dass  sie  durch  Kegelschnitte  dargestellt  werden,  deren  Mittelpunkte 
in  den  Coordinatenursprung,  also  in  den  Kartenmittelpunkt  fallen, 
deren  Axen  aber  gegen  die  Coordinatenaxen  um  einen  gewissen  Winkel 
gedreht  sind.  Um  die  Grösse  dieses  Winkels  und  diejenige  der  Axen 
zu  finden,  bemerken  wir,  dass  für  einen  Kegelschnitt,  dessen  Gleichung 


22 

Ax2  +  2Bxy  +  Cif  +  D  =  0 
ist,  der   von   der  positiven  Jf-axe   im   positiven  Sinne   (so  dass  man 
nach    einer  Drehung   von   90°   zur  positiven   F-axe   kömmt)    bis   zur 
Hauptaxe    des  Kegelschnittes   gezählte  Winkel  a   bestimmt   ist  durch 

,     f,  2B 

Die    auf   die  Hauptaxe    des   Kegelschnittes    bezogene    Gleichung 

desselben  wird  dann 

axx2  -f  a2y?  +  D  =  0, 

wenn  ai}  a2  die  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung 

a2  —  (A-\-  C)a  +  {A  C  —  B2)  =  0 

sind.1)    Man  erhält  hiernach  zwei  Werte  von  a,  und  zwei  Werte  von 

ü]    um    zu    entscheiden,    welche     einander    entsprechen,    kann    man 

sich  der  Gleichung  bedienen2) 

a.  —  A 
tg«i  =  — ß— » 

welche    übrigens   auch   zur  Bestimmung  des  Winkels  a  dienen  kann, 
wenn  vorerst  a  berechnet  wird.     Im  vorliegenden  Falle  ist 

A  =  cos  ß2  +  sm  ß~  cos  ^a 

B  =  -f-  sin  ß  sin  A  cos  A 

C  =  sin  A2 

A  -f-  C  =  1  +  sin  P  cos  ß2 

AC  —  B2  =  cos  ß-  sin  A2 

j/(T-f  f)'-'  —  4\AC  —  Ü2)  =  1  -  sin  P  cu.s  02 

:_4_+  C)  ±  Vu  -f  r',2  z  4  (.-1  ( ;  -    /;-■  i 

«,  =  1 ,  a2  =  sin  A2  cos  ß2 
und 

tg  ßj  =  sin  ß  tg  A. 
Dreht  man    daher  die  Ä-axe  um  einen  Winkel  a1}   der  bestimmt 
ist  durch 

tg  «,  ==  sin  /3  tg  A , 
so  wird  die  auf  das  neue  Axensystem  bezogene  Gleichung  des  Kegel- 
schnittes 

x2  -f-  sin  A2  cos  ß2  y,2  =  r2  cus  ß'-'  sin  A2, 
wofür  man  auch  schreiben  kann 


folglich,  da 


a  = 


r2  cos  ß2  sin 


-  +  y4  =  i 


l)  s.  z.  B.  Clebsch,   Vorlesungen  über  Geometrie,  herausgegeben   von  Linde- 
mann, I.  Bd.,  p.  89. 

•2)  Diese  Gleichung  folgt  aus  A  -f-  B  tg  a  =  «,;  1.  c.  Gleichung  14). 
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Die  Meridiane  werden  daher  durch  Ellipsen  dargestellt,  deren 
kleine  Axe  gleich  r  cos  ß  sin  A  ist,  welche  mit  der  X-axe  des  ursprüng- 
lichen Systems  den  Winkel  «,,  gezählt  von  der  positiven  X-axe  gegen 
die  positive  JT-axe  einschliesst;  und  deren  grosse  Axe  für  alle  Meridian- 
ellipsen constant  gleich  r  ist. 

Für  die  Construktion  denken  wir  uns  hier  die  Projektionsebene 
als  tangierende  Ebene  an  der  Kugel;  die  Orthogonalprojektion  der 
Kugel  auf  dieselbe  sei  der  Kreist  (Fig.  5);  die  Projektion  des  Kugel- 
mittelpunktes sei  Ä  und  dieser  Punkt  ist  gleichzeitig  der  Mittelpunkt 
der  Karte,  da  der  Voraussetzung  gemäss  der  Radius  des  Kartenmittel- 
punktes auf  der  Projektionsebene  senkrecht  steht. 

Der  Meridian  von  Ä,  welcher  auf  der  Projektionsebene  senkrecht 
steht,  wird  durch  die  Gerade  yÄ  dargestellt,  welche  Gerade  gleich- 
zeitig der  Schnitt  der  Meridianebene  von  Ä  mit  der  Projektionsebene 
ist;  legt  man  die  Meridianebene  um  diese  Gerade  in  die  Zeichnungs- 
tiäche  um,  so  wird  der  umgelegte  Meridian  (M)  sein,  (A)  die  Um- 
legung des  Mittelpunktes  des  darzustellenden  Flächentheiles  und  (0) 
die  Umlegung  des  Kugelmittelpunktes. 


Fig.  5. 


Sei  nun  ß  die  geographische  Breite  von  A,  also  die  Poldistanz 
dieses  Punktes  90  —  /3;  macht  man  demnach  den  Winkel  (A)(0)(P) 
=  90  —  ß,  so  wird  (P)  die  Umlegung  des  Nordpoles,  (P)(Pt)  die 
Umlegung  der  Erdaxe  und  fällt  man  die  Perpendikel  (P)P',  (P\)P', 
auf  A'y,  so  werden  P' ,  P\  die  Projektionen  der  Pole. 
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Die  sämmtlichen  Parallelkreise    schneiden    die  Ebene  des  ersten 
Meridians    in    parallelen ,    auf   der   Erdaxe    senkrecht    stehenden  Ge- 
raden ;    in  der  Figur  sind  die  Umlegungen   zweier   solcher    Schnitte, 
des  Äquatorschnittes  Nj\\    und    desjenigen    nnt    eines  Parallelkreises 
von  der  Breite  cp  ((n\)(0)(Nx)  =  <p)  verzeichnet.     Wenn   eine  Ebene 
auf  einer  Geraden  senkrecht  steht,  so  steht  bekanntlich  die  Spur  dieser 
Ebene  auf  der  Orthogonalprojektion  der  Geraden  senkrecht;    da  nun 
die  Ebenen  der  Parallelkreise  senkrecht  stehen  auf  der  Axe  PPX ,  so 
stehen   die  Spuren   derselben    senkrecht  auf  P'P'X ,   sind  also  parallel 
zur  JT-axe;    daher  sind  auch  die  grossen  Axen  der  die  Parallelkreise 
darstellenden  Ellipsen  parallel  zur  Ä-axe,  die  kleinen  Axen  fallen  in 
die    Richtung  P'P\]    da    (o)    die   Umlegung    des    Mittelpunktes    des 
Parallelkreises  ist,  so  ist,  wenn  (o) d  senkrecht  zu  P' Px'  gezogen  wird, 
o  der  Mittelpunkt  der  Ellipse,  und  wenn  da'  =  da  —  (o)(^j)  gemacht 
wird,    so  sind  a,   a   die  Endpunkte  der  grossen  Axe  derselben;  die- 
jenigen Punkte  des  Parallelkreises,    deren  Projektionen  in  der  F-axe 
sind,    liegen  im    ersten  Meridian,    sind    also   jene,    deren  (Jmlegung 
(/«),  («,)  sind;  die  Fusspunkte  ß,  ß'   der  von  diesen  Punkten  auf  die 
.K-axe  gefällten  Perpendikel  geben  daher    die  Endpunkte  der  kleinen 
Axe.     Man    braucht  natürlich  nur    jenen  Theil  der  Ellipse,    welcher 
der  oberen  Hemisphäre  angehört,  also  bis  zum  Contourkreise  K\  um 
die  Berührungspunkte  genau  zu  ermitteln,  denken  wir  uns  eine  zweite 
Orthogonalprojektion  der  ganzen  Kugel  auf   die  Meridianebene,    und 
diese  Projektion  auch  in  der  Umlegung  der  letzteren  dargestellt.     Es 
ist  dann   C" '  E"  die    zweite  Projektion    des  Contourkreises  K,  {n)(nx) 
die  zweite  Projektion   des  Parallelkreises,  demnach  y"  die  zweite  Pro- 
jektion der  beiden  Schnittpunkte  dieser  Kreise,  daher  die  durch   das 
Perpendikel  yy'y"  in  dem  Contourkreise  K  bestimmtenPunkte  y,  y  die 
dem  Parallelkreise  der  Karte  aß' aß  augehörigen  Berührungspunkte. 
Um  die  Bilder  der  Meridiane  zu   zeichnen,  suchen  wir  zunächst 
wieder  die  Spuren   ihrer  Ebenen ;   hierzu   genügt  es   die  Durchstoss- 
punkte  zweier  in  der  betreffenden  Meridianebene   liegenden  Geraden 
zu  kennen.  Als  solche  wählen  wir:  1)  die  Erdaxe;  verlängert  man  die 
Umlegung  (P)  (P^  bis   zum    Schnitte  D  mit  der   F-axe,   welche  als 
Umlegungsaxe  für  die  Meridianebene  gilt,  so  ist,  da  alle  Punkte  der 
Umlegungsaxe  bei  der  Drehung  fest  bleiben,   D  ein  Punkt  der  Erd- 
axe PPV  selbst,  und  als  Punkt  der  in  der  Projektionsebene  gelegeneu 
Umlegungsaxe  ebenfalls   der   Projektionsebene   angehörig,   daher  der 
Durchstosspunkt  der  Erdaxe   mit   der   Projektionsebene;    die  Spuren 
sämmtlicher  Meridianebenen  gehen  also  durch  D.    2)  Als  zweite  Ge- 
rade wählen  wir  die  im  Äquator  gelegene,    und  hierzu  legen  wir  die 
Äquatorebene  um  ihre  Spur  in  die  Zeichnungsfläche  um.     Diese  Spur 
ist  aber  wie    schon  erwähnt    senkrecht    zur  F-axe,    und    um    sie    zu 
zeichnen,  ist  es  notwendig  einen  Punkt  derselben  zu  kennen.     Ver- 
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längert  man  (N)  (Aj)  bis  zum  Schnitt  B  mit  der  JT-axe,  so  ist  B  ein 
Punkt,  der  sowol  der  Äquator-  als  auch  der  Projektionsebene  ange- 
hört, also  ein  Punkt  der  Spur,  und  TT'  diese  Spur  selbst.  Der  Ab- 
stand des  Kugelniittelpunktes  von  dieser  ist  B  (0);  beim  Herunter- 
klappen der  Äquatorebene  um  TT'  kommt  daher  der  Äquatormittel- 
punkt nach  [0]  wenn  B(0)  =  B[0]  gemacht  wird,  und  B[0]  stellt  die 
Schnittlinie  der  Aquatorebene  mit  der  Ebene  des  ersten  Meridians 
nach  der  Herabiegung  vor.  Macht  man  [AJ  [#][()]  =  A,  so  ist  [0]  [fj] 
die  Umlegung  des  Schnittes  der  Äquatorebene  mit  der  Ebene  des 
Meridians  von  der  Länge  A,  und  der  Punkt  d,  wo  diese  Gerade  die 
Spur- TT'  schneidet,  ist  der  Durchschnittspunkt  der  dem  Äquator  an- 
gehörigen  Geraden  OQ  des  gesuchten  Meridians,  demnach  Dd  die 
Spur  der  Ebene  des  letzteren  und  die  durch  Ä  parallel  zu  derselben 
gezogene  Gerade  dd'  ist  die  grosse  Axe  des  Meridians  der  Karte; 
die  Endpunkte  der  kleinen  Axe  liegen  in  dem  Perpendikel  Ä a, 
welches  die  Projektion  von  Oa  ist;  legt  man  wieder  das  bei  Ä  recht- 
winkelige Dreieck  OaÄ  um  aÄ  in  die  Zeichnungsfläche,  so  dass 
0  nach  d'  kömmt  [eigentlich  würde  dorthin  der  Buchstabe  ((ö))  ge- 
hören] weil  Ä  0  gleich  dem  Kugelhalbmesser  ist,  macht  ö\s)  =  $'(£j) 
gleich  dem  Kugelhalbmesser  und  projiciert  die  umgelegten  Punkte 
(f),  (fj)  wieder  zurück  nach  s,  e/  so  sind  dieses  die  Endpunkte  der 
kleinen  Axe.1)  Natürlich  muss  die  Ellipse  auch  durch  P' Pt'  gehen, 
doch  wird  von  derselben  nur  der  eine  (hier  oberhalb,  also  von  der 
Spur  Dd  entferntere)  Theil  zu  zeichnen  sein.  Zur  Construktion  wird 
man,  nachdem  man  (A)(0)(P)  =  90°  —  ß  oder  (A)(0)(Ni)  =  ß  ge- 
macht hat,  den  Kreis  {M)  von  (P)  aus  z.  B.  von  10°  zu  10°  eintheilen 
und  die  Perpendikel  auf  (P)(Pi)  fällen;  die  Theilpunkte  (»)(w,)  und 
die  Schnittpunkte  (o)  werden  in  die  7-axe  projiciert,  und  auf  die 
Projicierenden  (o)o'  die  Längen  da  =  o'cv,  =  (o)  (nx)  aufgetragen, 
wodurch  man  die  Endpunkte  der  beiden  Axen  der  jeden  Parallelkreis 
darstellenden  Ellipse  erhält.  Das  von  dem  Schnittpunkte  y"  auf  Äy 
gefällte  Perpendikel  bestimmt  im  Contourkreise  K  die  Berührungs- 
punkte desselben  mit  dem  Parallelkreise. 

Verlängert  man  (#)(#,)  bis  B,  zieht  TBT  senkrecht  auf  A' tj, 
macht  B[0~]  =  B(0),  zieht  durch  [0]  Gerade,  welche  untereinander 
Winkel  z.  B.  von  je  10°  (von  Ä  [A,]  gezählt)  einschliessen,  und  ver- 
bindet ihre  Schnittpunkte  d  (auf  TT)  mit  dem  durch  die  Ver- 
längerung von  (P)(Pl)  bestimmten  Punkte  B,  so  erhält  man  die 
Richtungen  der  grossen  Axen.    Nun  macht  man  Ä d'  ||  Bd\  Ä a  J_  Bd\ 

1)  Die  Construktion  ist  hiernach  viel  einfacher  und  leichter  als  die  der 
Begründung  halber  ausführliche  Beschreibung  sie  zeigt;  auch  hätte  bezüglich 
der  Construktion  des  Schnittes  einer  Ebene  mit  einer  Kugel  auf  die  Lehrbücher 
der  darstellenden  Geometrie  verwiesen  werden  können,  doch  konnte,  ohne  zu 
grosse  Weitläufigkeiten  der  Vorgang  auch  hier  erörtert  werden. 
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verbindet  ad',  macht  8'(s)  =  <5''(f,);  die  Perpendikel  (e) s,  (£,)«',  be- 
stimmen auf  Ä a  die  Endpunkte  der  kleinen  Axe.  In  dieser  Weise 
ist  das  folgende  Netz  (Fig.  6),  das  die  Parallelkreise  und  die  Meri- 
diane von  15°  zu  15"  enthält,  für  ß  =  48"  gezeichnet. 

Selbstverständlich  kann  man  die  Axen  sowol  der  Lage  als  der 
Grösse  nach  auch  durch  Rechnung  bestimmen,  wozu  die  Formeln  be- 
reits angeführt  sind,  und  wir  wollen  noch,  wie  dies  bisher  geschah,  die 
Identität  der  erwähnten  Construktion  mit  den  analytischen  Resultaten 
nachweisen.     Es  ist  in  Fig.  5: 

AB  =  Ä{0)  tg  (A){0)(N])  =  rtgß 

Ä  D  =  Ä  (0)  cot  A'D(0)  =  r  cot  ß 
ß(0)  =  Ä(0)  sec  {A)(0)(Nt)  =  r  sec  ß 

BD  =  r-(teß  +  cot/S)  =  -^- — -a 
v  or    '  r;        sin  ß  cos  (3 

Z?rf  =  [0]  /?  tg[o]  [0][^]  =  (ö)tftg* 

=  r  sec/3  tg  /l 

t  .  />  #■>  7        -Bd  /,  ,     ,    sin  ß  cos  ß 

tg  /,'/></  =  BD  =  r  sec  ß  tg  A  ■       ^  — * 

=  sin/3  tgA  =  tga, 
daher  ist    )   BDd  =  at;    es  ist  aber  -^s  Ä  (0)  =  <£BDd,  daher  auch 
e  A' 0  —  a{,     wie    es    auch    die    analytische    Ableitung     ergiebt.     Es 
ist  ferner 

Ä a  =  Ä D  sin«,  =  r  cot/5 


^1  -f  coU2cosecß2 
tg  ^  «  d   =  Ä  -   =  cotß       -ü-  =  Ktg  ß2  -f-  cot  X2  sec  ß2 

COS  J  «0    = 


daher 

Da  ferner 

so  ist 


Vi  +  tg  Ä  a d'1        Vi  +  tg  ß2  +  cot  A2  sec ß2 

=  — o ?  =  co-!  ß  sm  A, 

sec  ß  cosecA  ' 

A'ö'  =  r 

Ä  £  =  r  cos  ß  sin  A. 

£  Mf(o)  =  (/v,)(o)r  =  90  -  ft 


(o)(«j)  =  r  cos  cp 

ß'  0  =  (o)(w,)  cos  (w,)(y")(0)  =  r  cos  cp  sin  ß 
o'ß'  =  (o)(wj)  =  r  cos  9? 
also  in  völliger  Übereinstimmung  mit  den  analytischen  Resultaten. 

Da  die  Formeln  3  und  4  (§  6)  nicht  von  ß  abhängig  gemacht 
wurden,  sondern  die  Vergrösserung  und  Winkeländerung  in  einem 
Punkte  als  Funktion  der  Entfernung  dieses  Punktes  vom  Karten- 
mittelpunkte angeben,  so  gelten    dieselben   in  gleicher  Weise  für  die 
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Polar-,  Aquatoreal-  und  Horizontaljprojektion ;  für  die  erstere  hat  man 
nur  statt  v  die  Poldistanz  gleich   90  —  g>  zu  setzen.1)    Tafel  1  giebt 

S 


für   die    aufeinanderfolgenden   Werte 
sieht  aus  derselben ,  dass  der  Massstab 


die  Werte    von  Ä,  =  K  und 

von  v  von  10°  zu  10°.  Man 
der  Karte  gegen  den  Rand  zu 
sehr  rasch  abnimmt,  und  die 
durch  die  Winkeländerung 
bedingte  Deformation  eben- 
falls sehr  rasch  wächst.  Bei 
der  Polar-  und  Aquatoreal- 
projektion  sieht  man  dies 
auch  unmittelbar  aus  der 
Figur,  indem  die  am  Rande 
der  Karte  gelegenen  Zonen 
in  sehr  starker  Verkürzung 
dargestellt  werden.  Demnach 
eignet  sich  die  Karte  höchstens 
für  Gebiete,  die  sich  nur  über 
wenige  Grade  erstrecken,  aber 
auch  hier  wird  die  Verzerrung 
bei  etwas  grösserem  Massstabe  schon  sehr  beträchtlich.  Am  besten 
eignet  sich  die  orthographische  Projektion  noch  zur  Darstellung  von 
Planetenoberflächen,  z.  ß.  Mondkarten,  da  die  so  dargestellten  Karten 
die  Himmelskörper  gerade  in  der  Art  zeigen,  wie  sie  das  Auge,  dessen 
Entfernung  vom  Himmelskörper  hier  gleich  unendlich  angenommen 
werden  kann,  wahrnimmt. 

2.  Stenographische  Projektion. 

10.  Bei  dieser  Projektionsart  liegt  das  Auge  in  der  Kugelober- 
fläche selbst.  Legen  wir  die  Projektionsebene  durch  den  Mittelpunkt 
der  Kugel,  so  haben  wir 

zu  setzen.  Ehe  wir  aber  auf  die  hieraus  resultierenden  Gleichungen 
übergehen,  wollen  wir  einige  für  die  Folge  wichtige  Eigenschaften 
dieser  Projektion  auf  direktem  Wege  ableiten. 

Befinde  sich  (Fig.  7)  das  Auge  in  0,  und  sei  FE'  die  Projektions- 
ebene; man  sieht  sofort,  dass  es  hier  möglich  ist,  gleichzeitig  die 
ganze  Erde  abzubilden,    indem    das  Bild    derjenigen  Hemisphäre,  in 

1)  Die  Werte  von  Jct  und  kt  sind  bezüglich  ein  Maximum  und  Minimum; 
für  die  Polarprojektionen  finden  dieselben  in  der  Richtung  der  Meridiane  und 
Parallelen  statt.  Für  Aquatoreal  und  Horizontalprojektion  jedoch  nicht.  Es 
häügt  dies,  wie  später  gezeigt  wird,  mit  dem  Umstände  zusammen,  dass  die 
Parallelen  und  Meridiane  der  Karte  nicht  aufeinander  senkrecht  stehen. 
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welcher  der  Gegenpunkt  M  des  Auges  enthalten  ist,  innerhalb,  das 
der  zweiten  ausserhalb  des  Schnittkreises  K  der  Kugel  mit  der 
Projektionsebene  fällt;  nur  das  Bild  von  0  kann  nicht  erhalten  werden, 
indem  es  in  unendliche  Entfernung  fällt.  Die  Projektion  jedes  grössten 
oder  kleinen  Kreises,  der  durch  0  geht,  ist  offenbar  eine  Gerade, 
denn  die  Projektions strahlen  liegen  für  diesen  Kreis  sämmtlich  in  der 
Ebene  desselben,  deren  Schnitt  mit  EE'  daher  die  Projektion  des 
Kreises  ist. 

Die  Projektion  irgend  eines  anderen  grössten  oder  kleinen  Kreises 
der  Kugel  ist  ein  Kreis.  Sei  ab  der  Durchmesser  eines  Kugelkreises, 
(der  als  Sehne  des  Contourkreises  angenommen  werden  kann,  indem 

A> 


Fig.  7. 

man  den  grössten  Kreis,  welcher  0  mit  dem  Mittelpunkte  des  Kreises  ab 
verbindet,  als  Contourkreis  ansehen  kann).  Die  sämmtlichen  Projektions- 
strahlen bilden  einen  Kegel,  dessen  Spitze  0,  und  dessen  Basis  der 
Kreis  ab  ist;  die  Projektion  des  letzteren  ist  demnach  der  Schnitt 
dieses  Kegels  mit  E  E ',  also  ab'  \  zieht  man  in  der  Ebene  des  Axen- 
schnittes  Oab  in  0  die  Tangente  Ox,  so  ist  dieselbe  parallel  zu.  a  A, 
daher  ist  ^xOd  =  Oab'  und  da  <^x0a'  =  x0a  =  0ba,  weil  die 
beiden  letzten   im  Kreise  Oab   über  demselben  Bogen  stehen,    so  ist 

•£;  Oab'  ^Oba; 
daraus  folgt,  dass  ab  und  ab'  antiparallele  oder  sogenannte  Wechsel- 
schnitte des  Kegels  Oab  sind,  demnach  ab'  auch  ein  Kreis. 

Sei  nun  p  T  irgend  eine  beliebige  Tangente  in  einem  beliebigen 
Punkte  p  an  die  Kugel,  d  ihr  Durchstosspunkt  mit  der  Projektions- 
ebene; legt  man  durch  p  und  0  den  die  Tangente  T  berührenden 
kleinen  Kreis  k  (indem  man  durch  T  und  0  eine  Ebene  legt,  und 
deren   Schnitt  mit  der  Kugel  sucht),    so  muss  dessen  Projektion  k' 
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durch  die  Projektion  p  von  ;;  und  durch  d  gehen,  und  es  muss 
pd  =  p  d  sein.  Zieht  man,  um  das  letztere  zu  beweisen,  in  0  die  Tan- 
gente  xx'  an   k,    die   natürlich    parallel  zu  EE',   also   parallel  zu   /' 

werden  niuss,  so  wird 

<£  pp  d  =  x  Op  =  Op  x, 

indem  die  beiden  letzten  Winkel  die  von  den  beiden  Tangenten 
xO  und  xp  mit  der  Sehne  Op  gebildeten  Winkel  sind;   daher  weiter 

-^Cpp'd  =  Opx  =  dpp 
folglich  das  Dreieck  pdp  gleichschenklig  mit  der  Grundlinie  pp, 
also  pd=p'd.  Hieraus  folgt,  dass  die  Länge  einer  in  irgend  einem 
Punkte  der  Kugel  in  einer  beliebigen  Richtung  gezogenen  Tangente 
zwischen  dem  Berührungspunkte  mit  der  Kugel  und  dem  Durch- 
stosspunkte  mit  der  Projektionsebene  gleich  ist  der  Projektion  dieses 
Stückes. 

Hat  man  nun  zwei  Curven  CVC2  auf  der  Kugel,  deren  Projektionen 
C\  ,  C"2  sind,  ist  P'  die  Projektion  des  Schnittpunktes  P  dieser  Curven; 
seien  die  Tangenten  in  P  an  die  beiden  Curven  PQ  und  PR,  ihre 
Projektionen  P' Q  und  P'  R  (wenn  Q,  R  die  Durchstosspunkte  der 
Tangenten  mit  der  Projektionsebene  sind)  welche  Tangenten  an  C v 
C\  sind ,  (da  die  Projektion  der  Tangente  einer  Raumcurve  Tangente 
der  Projektion  der  Curve  ist),  so  ist  nach  dem  oben  gesagten 

QP=QP' 

RP=  RP'. 
Zieht  man  noch  die  Verbindungslinie  Q  R,  so  sind,  da 

QR=  QR 
die  beiden  Dreiecke   QPR  und  QP' R  congruent,  daher 

<^  QPR  =  QP'R; 
also  schneiden  sich  die  Projektionen  zweier  beliebiger  Curven  unter 
demselben  Winkel  wie  diese  selbst. *)  Hat  man  daher  auf  der  Kugel 
ein  unendlich  kleines  Dreieck,  welches  man  als  eben  ansehen  kann, 
und  zeichnet  seine  Projektion,  so  werden  die  entsprechenden  Winkel 
dieser  beiden  Dreiecke  einander  gleich,  daher  die  Projektion  dieses 
unendlich  kleinen  Dreieckes  diesem  selbst  ähnlich,  folglich  die  ent- 
sprechenden Seiten  proportional  sein.  Anders  ausgedrückt:  das  Ver- 
hältnis jeder  unendlich  kleinen  Strecke  zu  ihrer  Projektion  ist  in 
jedem  Punkte,  unabhängig  von  der  Richtung,  dasselbe,  also  das 
Vergrösserungsverhältnis  in  einem  Punkte  unabhängig  vom  Azimute. 
Die  stereographische  Projektion  hat  folglich  die  Eigenschaft  der 
Ähnlichkeit  in  den  unendlich  kleinen  Theilen. 


1)  Für  Kugelkreise  bat  Hook  diese  Eigenschaft  zuerst  erkannt;  s.  Hdlley 
Phil.  Transact.  Bd.  XIX.  pag.  205  (Jahrg.  1695—1697).  „An  easy  Demonstration  of 
the  Analogy  of  tjje  Logarithrnic  Tangents  to  the  Meridian  Line  or  sum  of  the 
secants." 
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Sei  aqb  wieder  ein  beliebiger  Kugelkreis,  aqbs  der  umschriebene 
Kegel,  dessen  Spitze  s,  und  sq  eine  Erzeugende  desselben.  Da  sq 
folglich  auch  der  Schnitt  der  durch  sq  und  0  gelegten  Ebene  mit 
der  Kugel  (ein  Kreis,  den  wir  nicht  weiter  berücksichtigen)  auf  der 
Taugente  t  in  q  senkrecht  steht,  so  wird  auch  die  Projektion  s'q 
von  sq  (als  Projektion  jenes  nicht  gezeichneten  Kugelkreises)  auf 
der  Tangente  in  q  senkrecht  stehen,  also  ein  Radius  des  Kreises 
a'q'b'  sein;  die  Projektionen  der  Erzeugenden  des  einem  Kugelkreise 
umschriebenen  Kegels  sind  demnach  Radien  der  Projektion  des  Kreises, 
Mittelpunkt  des  letzteren  ist  daher  die  Projektion  s'  der  Kegelspitze  s; 
eine  Eigenschaft,  die  wir  später  zur  Construktion  der  Mittelpunkte 
verwenden  werden.  Für  einen  grössten  Kugelkreis  geht  der  um- 
schriebene Kegel  in  einen  umschriebenen  Cylinder  über;  die  proji- 
cierende  0s  ist  eine  durch  0  parallel  zu  den  Cylindererzeugenden, 
d.  h.  senkrecht  auf  die  Ebene  des  grössten  Kreises  gezogene  Ge- 
rade. ')  Der  Mittelpunkt  der  Projektion  eines  grössten  Kreises  ist 
also  der  Durchstosspunkt  des  durch  das  Auge  auf  die  Ebene  des 
grössten  Kreises  gezogenen  Perpendikels  mit  der  Projektionsebene. 

Setzen  wir  nun  in  den  Formeln  I,  II,  111,  III', 

r  =  D  =  a, 
so  erhalten  wir 

r  sin  X  cos  qp 


!/  = 


1  -|-  sin  ß  sin  qp  -+-  cos  (3  cos  qp  cos  l 
r  (cos  ß  sin  qp  —  sin  ß  cos  qp  cos  l 


(7) 


1  -f-  siu  ß  sin  qp  -j-  cos  ß  cos  qp  cos  X  , 
/•     =  /•,  =  k  =  r l  .      ,,       K  =  — -V     j  (8) 

1  2  2  cos  lviJ  4  cos  +  v*  v   ' 

tg  co  =  tg  Co;  ö  =  o  (9) 

Es  zeigt  sich  also  auch  hier,  dass  bei  allen  stereographischen  Projek- 
tionen das  Vergrösserungsverhältnis  von  dem  Azimute  unabhängig 
ist,  und  cfass  die  Winkel  ungeändert  bleiben.  Man  könnte  nun  fragen, 
ob  es  nicht  noch  andere  perspektivische  Projektionen  giebt,  welchen 
diese  Eigenschaften  zukommen;  sollte  dies  der  Fall  sein,  so  müsste 
/.-'  von  co  unabhängig  werden;  schreiben  wir 

„  D2  iV/r  +  a  cos  v\ 2        ,1  •>    ,     ,  > 

k-  =        ,  ,  )    —  1    cos  co-  -f-  1    , 

(a  -f-  r  cos  v)2 1    \a  -\-  r  cos  vj  i 

so  sieht  man,  dass  die  obige  Bedingung  erfüllt  ist,   wenn 

r  -\-  a  cos  v  _      ,     -. 

a  -f-  r  cos  v        — 
woraus 

[a  +  r)  (1  +  cos  v)  =  0 
folgt,    welche  Bedingung   für   jeden  Punkt,   d.    h.  für  jede  beliebige 
Entfernung  vom  Kartenmittelpunkte  nur  erfüllt  ist  für  a  ==  +  r,  also 


i  ,    Satz  röhrt  von  Maurolicus  her;   s.   Francisci  Mawrölici   Abbatis 
Messanensis  opuscula  mathematica.     Venetiis  1575  pag.  G4. 
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(ohne  Rücksicht  auf  das  Zeichen)  für  a  —  r;  dasselbe  Resultat  folgt 
aus  den  Gleichungen  III  oder  III'. 

11.   et)  Die  stereographische  Polarprojektion.    Setzt  man  in  den 
Gleichungen  (7)  ß  =  90°  so  entsteht 

V  sin  X  cos  qp 

1  -j-  sin  qp 

r  cos  l  cos  qp 


+ 


oder,  weil 


V 
cos  qp 


1  -(-  sin  qp 
sin  (9()  —  qp) 


=  tg  (45 

r 


:) 


7  a) 


1  -|-  sin  qp  1  -|-  cos  (90  —  rp) 

x  =  r  sin  X  tg  (45  —  ^) 

V  =  —  f  cos  X  tg  (45  —  ^)   ( 

Durch  Division  der  beiden  Gleichungen  eliminiert  man  qp,  und 
erhält  als  Gleichung  der  Meridiane 

y  =  —  x  cot  X  (10a) 

Quadriert  und  addiert  man  die  beiden  Gleichungen,  so  folgt  als 
Gleichung  der  Parallelkreise 

^  +  ^_r2tg(45_|y  (11;j 

Die  Meridiane  werden  demnach  durch  gerade  Linien  dargestellt, 
welche  mit  der  negativen  Z-axe  den  Winkel  X  einschliessen;  gleichen 
Längendifferenzen  auf 

der  Kugel  entsprechen  ~ 

auch  gleiche  Winkel 
zwischen  den  Karten- 
meridianen, und  es  ist 
daher  gleichgültig,  wel- 
chen Meridian  man  als 
ersten  ansieht.  Die 
Parallelkreise  derKarte 
sind  Kreise  deren  ge- 
meinschaftlicher Mit- 
telpunkt der  Pol  und 
deren  Halbmesser 


r  tg  (45  —  |)  ist. 


Ist  in  Fig.  8  der  mit 
dem  Kugelhalbmesser 
beschriebeneKreis  ABC 
der  Schnitt  der  Kugel 
mit  der  Projektions- 
ebene, also  die  stereographische  Projektion  des  Äquators,  so  befinden 
sich  die  beiden  Pole  senkrecht  über  (/■  da  die  Meridianebenen  ebenfalls 
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auf  der  Zeichnungsfläche  senkrecht  stehen  und  den  Augpunkt  (den 
einen  Pol)  enthalten,  so  sind  die  unter  gleichen  Winkeln  gezogenen 
Radien  die  Meridiane  der  Karte,  welche  also  sehr  einfach  erhalten 
werden,  indem  man  die  Radien  der  Theilpunkte  des  etwa  von  10°  zu 
10°  getheilten  Äquators  zieht. 

Für  einen  Meridian  der  Länge  X,  gezählt  von  (/>,)  gegen  C  hin  ist 
dann  y  =  —  x  cot  A. 

Um  die  Bilder  der  Parallelkreise  zu  zeichnen,  denken  wir  uns 
den  Meridian  A PC  um  AC  in  die  Zeichnungsfläche  umgelegt,  so  dass 
der  Pol  P  nach  (P),  der  zweite  Pol  (Augpunkt)  nach  (P{)  kömmt,- 
Der  Punkt  des  Parallels  der  geographischen  Breite  cp  kömmt  nach  (/¥), 
wenn  (M)0'C=cp  und  der  Projektionsstrahl  dieses  Punktes  wird 
in  der  Umlegung  durch  (M)(PX)  dargestellt,  so  dass  also  M'  die  Pro- 
jektion des  Punktes  ist,  und  0' M'  der  Halbmesser  des  Parallels  der 
Karte.  Die  in  AC  gelegenen  Punkte  der  Parallelkreise  findet  man 
demnach  sehr  einfach  als  Schnittpunkte  von  AC  und  der  Verbindungs- 
linien von  (/>,)  mit  den  bereits  erhaltenen  Theilpunkten  des  Kreises 
ABC.  Selbstverständlich  kann  man  das  Netz  auch  ausserhalb  des 
Kreises  ABC  fortsetzen,  doch  nimmt  die  Entfernung  der  Bilder  der 
äquidistanten  Parallelkreise  sehr  rasch  zu,  wie  aus  Tafel  3  folgt,  welche 
in  der  Columne  q  die  Halbmesser  der  Parallelen  für  die  Karte  von 
10°  zu  10°  giebt ,  wobei  der  Aquatorhalbmesser  gleich  1  gesetzt  ist. 
Man  kann  sich  dieser  Tafel  auch  zur  Zeichnung  des  Kartennetzes  be- 
dienen, obzwar  die  obige  Construktion  wol  meist  ausreichen  wird,  da 
die  Verwendung  dieser  Projektionsart  ziemlich  beschränkt  ist,  und 
sich  nur  auf  die  Darstellung  von  Planiglobien  in  kleinem  Massstabe 
erstreckt.  Die  Identität  der  Construktion  mit  der  Formel  kann  alge- 
braisch dadurch  erwiesen  werden,  dass 

'  ^.O'B(M)  =  %(JU)0'B  =  £(90  -  <p)  =  45  —  \tp 
und 

O'M'  =  q  =  O'D  tg  a  DM'  =  r  tg  (45  —  %tp). 

Lambert  gab  in  seinen  „Beiträgen  zum  Gebrauche  der  Mathematik 
und  deren  Anwendung"  1772.  III.,  p.  119  folgende  Lösung  der  Auf- 
gabe, die  Entfernung  zweier  Punkte  auf  der  Kugel  zu  finden ,  deren 
stereographische  Projektionen  gegeben  sind.  Sind  die  beiden  Punkte 
auf  der  Kugel  A,B,  ihre  Meridiane  AP,  BP,  welche  am  Pole  den 
Winkel  A  gleich  der  Längendifferenz  der  beiden  Punkte  einschliessen, 
seien  die  Poldistanzen  der  beiden  Punkte  AP  =  pl}  BP  =  p2;  die 
Entfernung  der  beiden  Punkte  AB  —  s,  so  folgt  aus  dem  sphärischen 
Dreiecke  AB J'\ 

cos  s  =  cos  jOj  cos  p.2  -j-  sin  pt  sin  p2  cos  X 
oder 
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1  —  ^  sin  s-2  =  (  1  -2sinf  )(l  -2sin^) 

I  A         •  V\         ■  Pi  P\  Pi  1 

-j-  4  sin  \}  sin  ~  cos  2J  cos  ~  cos  A 

•      s2  •    Pi2         ■    Pi2   •    Pi2 

sm  —  =  sin  -^   —  sin  —  8m  g 

i      •    P%  ■    P2   ■    Pz         o    •    P\   •    Pi       V\        Pi         1 

-f-  sin  ^   —  sin  -^  sm^  —  2  sm  ^smJ'  cos  ^  cos  -?  cos  A 

•        ?J|2  P22       I  •       j°22  i'l3  O       •       Pl     •       Pi  Pi.  Pi  1 

=  sm  ^  cos-^    -f-  siny  cos^1    —  2  sin -^  sin  ^  cos7-1  cos'--  cos  A, 

daher 

.      s2 
sin  —  2 

_ _L —  =  tg  §  -f  tg  ^2   -  2  tg  £  tg§  cos  A. 

Pi2  P2  2       '      ö    2  ö   2     &   2 

cos  ^-    cos  ^= 

Da  aber  q  =  r  tg  ^,  wenn  p  die  Entfernung  des  Bildes  desjeni- 
gen Punktes  vom  Pole  ist,  dessen  Poldistanz  p  ist,  so  folgt 

2   •     s* 
rz  sin  — 

— -s — a  =  ?!2  +  p./2  —  2p1?2  cos  A. 

cos  ■*--    COS"^2 

Seien  a,  b,  die  Bilder  der  Punkte  //;i?;  P'  das  Bild  des  Poles  P; 
dann  ist  «.P'  =  q1-  bP'  —  q.2  und  in  der  stereographischen  Projektion 
^CaP'b  =  A,  daher 

«&2  =  <S2  =  pj2  -f-  p22  —  2p,  p2  cos  A, 
woraus  unmittelbar  folgt: 

.     s 
r  sm  — 


Pi  P2 

cos  —  cos  — 

2  2 


Hat  man  nun  zwei  Punktepaare  a,  b\  d,b'  unter  denselben  Pol- 
distanzen pup.2,  aber  mit  den  Längenunterschieden  A,  X' ,  so  hat  man 


.     s 
r  sin  — 


ab 


a'b'=S'  = 


Pi       Pi 
cos  —  cos  — 


.    s 
r  sin  — 
2^ 

Pi 

cos  V  cos 


wenn  mit  s,  5'  bez.  die  sphärischen  Abstände  der  durch  0,  &;  «'&'  dar- 
gestellten Punkte  ^,  £;  ^',  #  bezeichnet  werden.     Hieraus  folgt: 

SS 

S  :  S  =  sin  -  :  sin  —  —  chord  AD  :  chord  ,4'i?'. 

Hekz,  Landkartonprojcktionen.  3 
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Wählt  man  für  Ä,  B'  zwei  Punkte  deren  Längendifferenz  Ö  oder 

180°  ist,  die  aber  unter 
denselben  geographischen 
Breiten  liegen,  wie  A,  B, 
so  wird  man  mit  Hilfe 
dieses  Satzes  leicht  s  aus 
S  ermitteln  können. 

Sei  Fig.  9  die  sphä- 
rische Entfernung  der 
beiden  Punkte  ab  zu  er- 
mitteln. l)  Zeichnen  wir 
zwei  Punkte  b',  b" ,  die  in 
demselben  Parallel  mit  b 
aber  in  dem  Meridian 
von  a  liegen ;  sei  nun 

ab  =  S  A  B  =  s 
ab'  =  S'  AB'  =  s 
ab"  =  S''    A/,"  =  s", 

so  ist  nach  dem  eben 
gesagten 

chord  AB  :  chord  AB' 


ab  :  ab'  —  sin 


ab  :  ab"  =  sin 


s 
sin  — 


sin  -  =  chord  AB  :  chord  AB". 


Die  zu  den  Bögen  AB'  und  AB'  gehörigen  Sehnen  lassen  sich 
aber  leicht  construktiv  finden.  Stellt  K  den  Äquator  der  Karte  vor 
(Wodurch  der  Massstab  bestimmt  wird)  und  denken  wir  uns  die  Kugel 
über  demselben  errichtet,  und  den  Meridian  M PN  um  M N  umgelegt, 
so  dass  Pnach.  (P)  kömmt,  so  sind  a(P),  b'(P),  b" (P)  die  umgelegten 
Projektionsstrahlen,  daher  {A),(B'),{B")  die  Umlegungen  der  Kugel- 
punkte, also  (A)(B'),  (A)(B")  die  zugehörigen  Sehnen,  und  man  hat 
ab  :  ab'  =  chord  AB  :  (A)(B') 
ab  :  ab"  =  chord  AB  :  (A)(B"). 

Da  aber,  wenn  A  und  B  nur  geringe  Breitendifferenz  haben,  (A)(ß") 
sehr  klein  ausfallen  wird,  so  wird  man  meist  die  erste  dieser  Propor- 
tionen verwenden  und  durch  Construktion  der  vierten  geometrischen  Pro- 
portionale zur  Kenntnis  von  chord  AB  gelangen ;  macht  man  ax  =  (A)(B') 
und  zieht  xy  ||  bb\  so  ist  ay  =  chord  AB,  und  trägt  man  dieselbe 
irgendwo  am  Kreisumfang  auf,  z.  B.  von  (P )  nach  p ,  so  giebt  der 
zugehörige  Centriwinkel  (P)P'j)  den  sphärischen  Abstand  von  ab. 


1)  D.  h.  die  Entfernung  der  Punkte  A,  B,  deren  Bilder  '/,  h  sind. 
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Hat  man  ein  in  stereographischer  Polarprojektion  entworfenes 
Netz,  so  kann  man  diese  Construktion  zu  rascher  Ermittlung  der 
Zenitdistanz  eines  Sternes  für  einen  gegebenen  Stundenwinkel  be- 
nützen. Stellt  nämlich  P  den  Weltpol,  a  das  Zenit  (I'' a  =  Äquator- 
höhe)  vor,  so  ist  P'  a  der  Meridian  des  Ortes,  und  wenn  N  Pb  =  A, 
so  ist  Pb  ein  unter  dem  Stundenwinkel  A  gezogener  Stundenkreis;  ist 
ferner  P'b  gleich  der  Poldistanz  des  Sternes,  so  ist  ab  seine  Zenitdistanz. 
Vorteilhaft  ist  die  Construktion,  wenn  man  eine  grössere  Anzahl 
von  Zenitdistanzen  braucht,  weil  für  denselben  Stern  die  Punkte  V ,x 
fest  bleiben  und  der  Stern  sich  im  Kreise  b' bb"  fortbewegt.  Für 
einen  anderen  Stundenwinkel  NP'bt  hat  man  nur  b'bx  zu  ziehen, 
xyx  ||  b'bx  bis  zum  Schnitte  mit  abx  und  zu  ayx  als  Sehne  entweder 
durch  Construktion  oder  aus  einer  Sehnentafel  den  Winkel  zu  suchen. 

Eine  andere  Lösung  dieser  Aufgabe  befindet  sich  in  §  13. 

12.  b)  Die  stereographische  Äquatorealprojektion.  Für  ß  =  0 
erhält  man 

r  sin  l  cos  q>        \ 
1  -f-  cos  <p  cos  k    I  . 

r  sin  cp  (  ' 

1  -f-  cos  cp  cos  1    } 

Aus  der  Gleichung  für  x  ergiebt  sich 

COS  W  =    -     ; -, 

T         r  sm  l  —  x  cos  l 
dies  in  die  Gleichung  für  y  substituiert,  liefert  den   Wert 

y  sin  A 

sin  <P  =  — =— ? :, 

T         r  sin  k  —  x  cos  k 

folglich  die  Gleichung  der  Meridiane: 

(         jz __        \-    i   /        y  sin  A y  ^  j 

V  sin  A  —  x  cos  A/  V  bin  k  —  x  cos  A/ 

oder  geordnet: 

x"2  -f-  y-  -j-  2r.T  cot  A  =  r'1 , 
welche  Gleichung,    wenn  man  beiderseits  r-  cot  A'  addiert,    die  Form 
annimmt: 

(x  -f-  r  cot  A)2  -f-  y'-'  =  r2  cosec  A-  (10  b) 

Die  Mittelpunkte  der  die  Meridiane  darstellenden  Kreise  liegen  also 
in  der  Z-axe  (dem  Äquator  der  Karte)  in  der  Entfernung  —  r  cot  A 
vom  Kartenmittelpunkte,  und  haben  die  Halbmesser  r  cosec  A. 

Aus  der  Gleichung  für  y  folgt: 

,  r  sin  cp  —  y 

cos  A  =        — — - 

y  cos  <p 

und  mit  diesem   Werte  von   cos  A  giebt  die  Gleichung  für  x 

,  x  sin  qp 

sm  A  =        — -, 
y  cos  qp7 
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folglich 


oder  geordnet 


fr  sin  cp  —  y\z    ,    /x  sin  qp\2 . 

\    y  cos  qp     /  m/  UOä  <P' 


x2-\- 


2yr 

sin  <p 


+  r2  =  0 


als  Gleichung  der  Parallelkreise,  welche  Gleichung  durch  beiderseitige 
Addition  von  r2  cosec  qp2  übergeht  in 

^2  "f"  (y  —  r  cosec  <p)2  =  r2  cot  9?-'.  (11  b) 

Die  Mittelpunkte  der  die  Parallelkreise  darstellenden  Kreise  liegen 
also  in  der  .F-axe  (dem  ersten  Meridiane)  u.  zw.  im  Abstände  r  cosec  <p 
vom  Mittelpunkte  der  Karte,  und  haben  die  Halbmesser  r  cot  <p. 

Behufs  der  Construktion  stelle  K(Fig.  10)  den  Schnitt  der  Pro- 
jektionsebene mit  der  Kugel  vor,  also  BC  die  Projektion  des  Äqua- 
tors, PPi  die  Projektion  des  ersten  Meridians. 

Legt  man  den  Äquator  in  die  Projektionsebene  um,  so  kömmt 
das  Projektionscentrum  nach  (ö),  der  Mittelpunkt  des  darzustellenden 
Plächentheiles  nach  (A). 

Ist  nun   (Ä)O'(M)  =  A,    so   ist   (31)  die  Umlegung    desjenigen 
Punktes  des  Äquators,  dessen  Länge  A  ist,  (M)(0)  der  zugehörige  Pro- 
jektionsstrahl,    M' 
die  stereographische 

Projektion  dieses 
Punktes ,    und    der 
durch  PM'PX  gelegte 
Kreis   das  Bild  des 
Meridians   von    der 
Länge  L  Der  Mittel- 
punkt   o    wird    auf 
elementarem  Wege 
gefunden,  indem 
Pm  =  m  M' 
om  _L  PM' 
gemacht  wird. 

Um  die  Projek- 
tion der  Paraliel- 
kreise  zu  erhalten, 
haben  wir  zunächst 
zu  erwägen,  dass, 
wenn  ßO'N=  qpist, 
N  der  in  dem  Me- 
ridiane PB  liegende  Punkt  des  Parallels  von  der  Breite  <p,  also  auch 
dessen  Projektion   ist,    weil  der  Meridian  K  in  der  Projektionsebene 


y(3JJ 
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liegt.  Denkt  man  sich  weiter  den  Meridian  PA  l\  in  die  Zeichnungs- 
fläche umgelegt,  so  dass  das  Auge  nach  [0],  der  Kartenini ttelpunkt  nach 
\Ä\  kömmt,  so  ist  N  gleichzeitig  die  Umlegung  des  im  Meridiane 
PAP\  liegenden  Punktes  des  Parallels,  also  NN'[Ü~]  der  umgelegte 
Projektionsstrahl,  N'  die  stenographische  Projektion  dieses  Punktes, 
und  der  durch  N  und  TV"  gelegte  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  in  0' P, 
ist  das  Bild  des  Parallelkreises.     Macht  man  wieder 

N?i  =  ?iN';     np  J_  NN' , 
so  ist  /;  der  Mittelpunkt  des  Parallels  der  Karte,     In  Fig.  10  ist  ein 
Quadrant  mit  dem  Gradnetze  in  dieser  Projektion  dargestellt. 

Es   war    (A)O'  M  =  l    gemacht;    daher   PPX  (M)  =  -|  =  M' P  0' 
=  m  o  M '  folglich 
Q'M'  =  rig\ 

mM'  =  \PM'=  \r  sec -| 

.,  ,  t        1  X  X  r 

o  M  —  m  M  cosec  m  o  M  =  —  r  sec  —  cosec  -  =  -r—~  =  r  cosec  l 

2  2  2  sm  X 

2  sin  — 
oO'  =  oM'  -  O'M'  =  -.--.  —  r  t<r  ~  = 


sm  X  °  2         sin  X  .     X  X 

2  pin  —  cos  — 
2  2 

=   Arfl  —  2  sin  —  )  =  r  cot  A, 

sin  X  \  2  /  ' 

übereinstimmend   mit  den   aus  den  Gleichungen  gefolgerten  Werten. 
Ferner 

JVO'x  =  cp,  daher  NCx  =  -£  =  npN' 

0'  N'  =  r  tg  | 

iVC  =  2  Ö'C  cos  0'6'iV  =  2r  cos  | 

C  N'  =  0' 6'  sec  O'CN  =  r  sec  |> 
daher 

NN'  =  CN  —  C#'  =  r  (2  cos  |  -  sec  f)  =  r  sec  |(2  cos  |*  —  1 ) 

=  r  cos  cp  sec  *^- 

7V'/>  =  N'n  cosec  7V"^?/i  ==  —  NN'  cosec ^  =  —  r  cos  cp  sec  ^  cosec  ^ 

=  r  cot  cp 


0'p  =  U'N'  +  N'p  =  r  (tg  |  -f  cot  cp)  =  r 


•    <p  <p       ■    <; 

sin  —  cos  —  —  sin  - 

2     ,  2              2_  l_      r 

qp  ~T  qp         qp      j       sin  qp 

cos  —  2  sin  —■  cos2- 


Eine  Tafel  für  die  cosec  und  cot  zu  geben  ist  wol  unnötig,    da 
die  (Jonstruktion  ebenso  genau  ist,   wie  das  Entnehmen  der  Längen 
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von    einem  Massstabe    und  sich  übrigens  Tafeln  für  die  Winkelfunk- 
tionen in  vielen  Tabellenwerken  finden. 

13.  c)  Die  stenographische  Horizontalprojektion.  Die  recht- 
winkligen Coordinaten  drücken  sich  als  Funktionen  von  qp  und  A  durch 
die  Gleichungen  (7)  aus-,  befreit  man  von  Nennern  und  ordnet  nach 
den  als  Unbekannte  zu  betrachtenden  Grössen  sin  qp  und  cos  qp,  so 
ergiebt  sich 

x  sin  ß  .  sin  qp  -\-  (x  cos  ß  cos  A  —  r  sin  A)  cos  qp  -f-  x  —  0 
(j/  sin ß  —  r  cos ß)  sin  qp  4-  (y  tos  ß  cos  A  4-  r  sin  ß  cos  A)  cos  qp -f-y = 0. ^ 

Multipliciert  man  die  erste  der  Gleichungen  (a)  mit 
y  cos  ß  cos  A  -j-.  r  sin  ß  cos  A, 
die  zweite  mit 

—  (x  cos  ß  cos  A  —  r  sin  A) 

und  addiert,  so  erhält  man 

x  sin  ß  cos  A  -f-  y  sin  A 

sin  cp  =  7c— — ö —        — ,  — 5~ ; — r' 

x         ?•  cos  p  sin  A  -    x  cos  A  —  y  sin  p  sm  *■ 

Multipliciert  man  die  erste  mit  (y  sin  ß  —  r  cos  ß)  die  zweite  mit 
—  x  sin  ß  und  addiert,  so  folgt: 

X  cos  ß 

cos  qp  =  -g—. — : ,    —  — ■    a   . — r  : 

^         r  cos  p  sin  A  —  x  cos  X  -   y  sm  ß  sin  A  ' 

demnach,  wenn  man  die  Ausdrücke  für  sin  qp  und  cos  qp  quadriert  und 
addiert : 

ix  sin  ß  cos  A  4-  y  sin  A)2  4-  (#  cos  ß)2  • 
=-=  (r  cos  ß  sin  A  —  x  cos  A  —  y  sin  ß  sin  A)- 
oder  entwickelt  und  geordnet: 

xi  _|_  tji  _j_  9/-a;  cot  A  sec  ß-f-  _J/-y  tg  ß  =  r2, 
welche  Gleichung  man  auch  schreiben  kann: 

(x  -f-  r  cot  A  sec  ß)'1  -J-  (y  4-  r  tg  ß)2  —  r2  sec  ß2  cosec  A-     ( LOc) 
als  Gleichung  der  Meridiane. 

Zur  Elimination  von  A  hat  man  aus  der  Gleichung  für  y. 
,  r  cos  ß  sin  qp  —  m  —  «  sin  ß  sin  w 

cos  qp  cos  A  =  -       K       .    „  ,  a  ; 

^  r  sm  p  -(-  y  cos  p  ' 

dies  in  die  Gleichung  für  x  eingesetzt  und  nach  sin  A  aufgelöst,  giebt 

,  X  (sin  ß  4-  sin  cp) 

cos  od  sin  A  =  r  ,, , 

^  r  sm  ß  4-  y  cos  p  ' 

folglich 

(r  cos  ß  sin  qp  -   y  —  y  sin  ß  sin  qp)2  4-  a;2  (sin  ß  4-  sin  qp)2 

=  cos  qp2  (/•  sin  ß  4-  y  cos  ß)2. 

oder  entwickelt  und  geordnet 

x2  (sin  ß  -f-  sin  qp)2  4-  y2  (sin  ß  4-  sin  qp)2  —  2ry  cos  ß  (sin  ß  -f-  sin  qp) 
=  r2  (sin  ß2  cos  qp2  —  cos  ß2  sin  qp2). 
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Dividiert  man  durch  (sin  ß  -j-  sin  cp)'z  und  addiert  beiderseits 

r2  cos  ß2 
(sin  ß  -f-  sin  qp)2? 

so  wird  nach  einer  leichten  Reduktion: 

r  cos  (3       V  _  r2  cos  qp2 

(sin  ß  -j-  sin  qp)2 


■«'-'  +  (. 


// 


(11 C) 


sin  ß  -\-  sin  cpy 
als  Gleichung  der  Parallelkreise. 

Sei,  behufs  Herstellung  des  Karteimetzes  K  Fig.  11  der  Schnitt 
der  Kugel  mit  der  Projektionsebene,  Äy  das  Bild  des  ersten  Meridians, 
senkrecht  über  Ä  das  Auge  0.  Legen  wir  die  Ebene  des  ersten  Me- 
ridians um  Äy  in  die  Zeichnungsfläche,  so  kömmt  das  Auge  nach 
(0),  der  Mittelpunkt  des  darzustellenden  Flächentheiles  nach  (A).  Ist 
die  geographische  Breite  dieses  Punktes  ß,  also  die  Poldistanz  90  —  ß} 
und  macht  man  (A)  Ä(P)  =  90 —  ß,  so  wird  QP)(Pi)  die  umgelegte 
Erdaxe,  (Q)  (Qx)  die  Umlegung  der  Schnittlinie  des  Äquators  mit  dem 
ersten     Meridian.     Zieht 

man     in    der    Umlegung  3* 

die  Projektionsstrahlen 
(P){0),  (Pt){0)  der  Pole, 
so  erhält  man  (im  ersten 
Meridiane  Äy)  die  Pro- 
jektionen P',  P\  der  Pole. 
Die  Ebene  eines  Parallel- 
kreises und  sein  Tan- 
gentenkegel schneiden 
den  ersten  Meridian  in 
einem  Dreieck ,  dessen 
Umlegung  (m)  (n)  (s)  ist. 
Die  Projektion  dieser 
Punkte,  welche  in  dem 
ersten  Meridian  liegen, 
ergiebt  sich  durch  Ziehen 
der  Projektionsstrahlen 
(0)0*),  (0)(n),  (0)(s)  in 
in'  n  s  und  s  muss  der  Mit- 
telpunkt, mri  ein  Durch- 
messer des  hiernach  leicht 
zu  verzeichnenden  Pa- 
rallelkreises derKarte  sein. 

Die  Meridiane  der  Karte  gehen  selbstverständlich  durch  P  und  Px; 
um  sie  zu  zeichnen,  braucht  man  daher  nur  noch  einen  Punkt  der- 
selben, oder  ihren  Mittelpunkt.  Letzterer  ergiebt  sich  als  Durchstoss- 
punkt  des  vom  Auge  auf  die  Meridianebene  gefällten  Perpendikels;  für 
alle  Meridianebenen  liegen   die  Perpendikel  aber  sämmtlich  in   einer 
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durch   das  Auge  parallel  zum  Äquator  gelegten  Ebene,    also   im  Pa- 
rallelkreise des  Auges;   die  Umlegung  der  Schnittlinie    des   letzteren 
mit    der    Ebene   des   ersten  Meridians,    (0)B,   schneidet  den    ersten 
Meridian  in  C,  welcher  Punkt  demzufolge  ein  Punkt  der  Schnittlinie 
der  Ebene  des  durch  das  Auge  gelegten  Parallelkreises  mit  der  Pro- 
jektionsebene   ist.     Dieser    Schnitt    selbst    ist    daher    die    in    C   auf 
Äy  errichtete  Senkrechte  ZZ ' .    (Man   hätte  den  Punkt  C   auch    ein- 
fach  als  Halbierungspunkt  von  P'P\  erhalten.)     Wir  legen  nun  die 
Ebene  des  Parallels  des  Auges  um  ZZ'  in  die  Projektionsebene  um. 
Macht  man  also  C[o]  =  Co  =  C(o);  C[0]  =  CO  =  C(0),  so  wird  [o] 
der  umgeklappte  Mittelpunkt  des  fraglichen  Parallels,  [0]  der  Ort  des 
Auges  in  dem  letzteren1),  [B]  die  Umlegung  des  im  ersten  Meridian 
liegenden   Punktes   desselben.     Ist  [B]  [o]  [A]  =  A ,   so  ist  [o]  [A]   die 
Umlegung  der  Schnittlinie  des  Meridians  von  der  Länge  A  mit  diesem, 
das  von  [0]  auf  [o]  [A]  gefällte  Perpendikel   [0]p  die  Umlegung  der 
von  0  auf  den  Meridian  von  der  Länge  A  gefällten  Perpendikels,    p 
der   Durchstosspunkt   desselben   mit  der   Projektionsebene,    also   der 
Mittelpunkt  des  Kartenmeridians.   Die  Construktion  wird  folglich  sehr 
einfach.    Will  man  die  Meridiane  z.  B.  von  10°  zu  10°  zeichnen,  so  theilt 
man  den  Kreis  [#][A][0]  von  10°  zu  10°,  und  fällt  von  [0]  die  Per- 
pendikel auf  die  Radien  der  Theilpunkte;   oder  noch  einfacher:  Man 
zeichne  um   einen   der   beiden  Pole,  z.  B.  um   P,'   einen   Hilfskreis, 
theile  diesen  \oia.  P\Ä  aus  von  10°  zu  10°;  die  Durchschnittspunkte 
der  Theilungslinien  mit  ZZ'  sind  die  Mittelpunkte  der  Kartenmeridiane. 
Letztere  Construktion  folgt  auch  aus  dem  Umstände,  dass  in  der  stereo- 
graphischen Projektion  die  Winkel  unverändert  bleiben.  Denkt  man  sich 
in  P\  an  die  Bilder  zweier  Meridiane  von  der  Längen differenz  A  die 
Tangenten   gezogen,   so   müssen   diese   aus   dem  angeführten  Grunde 
ebenfalls   den  Winkel  A   einschliessen ,   demnach  auch  die  Normalen, 
also    die  Verbindungslinien    von    P,'    mit    den   beiden   Mittelpunkten 
p'}  p".     Da  übrigens    [A]  [0]   die   Umlegung  des   Projektionsstrahles 
von  A  ist,  so  ist  nothwendig  A'  der  in  ZZ   gelegene  Punkt  des  Me- 
ridians.   Obzwar  die  Construktion  dieses  Netzes  wol  sehr  einfach  ist, 
so   wird   es   doch  für  diejenigen  Parallelkreise  und  Meridiane,    deren 
Mittelpunkte    weiter    vom  Kartenmittelpunkte   wegfallen,    besser,  die 
Lage  derselben  durch  Rechnung  zu  bestimmen,  da  wegen  der  schiefen 
Schnitte  eine  genaue  Bestimmung  derselben  durch  Construktion  nicht 
leicht  möglich  ist. 

Für  den  Meridian    von  der  Länge   A   sind   die   Coordinaten  des 
Mittelpunktes  nach  Formel  (10  c) 

x  =  —  r  cot  A  sec  ß  ;  y  =  —  r  t g  ß 

1)  Es  ist  zu  bemerken ,  dass  [O]  mit  P,'  zusammenfallen  muss,  denn  es  ist 
<£(P)(0)(P,)  =  P'OP,'  =  90°  als  Winkel  im  Halbkreis,  und  da  P'C^Pi'C, 
«o  muss  auch  C{0)  =  P{C  sein. 
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q  =  r  sec  ß  cosec  X 
für  den  Parallelkreis  der  Breite  rp  sind  diese  Grössen  nach  Formel  (11c) 


Fig.    12. 


x  =  0  ;  y  = 


r  cos  (3 


sin  0  -f-  sin  qp 
r  cos  qp 


sin  ß  +  sin  qp* 


Wir   wollen   auch    hier   die  Identität   des   analytischen   und    geo- 
metrischen Resultates  nachweisen: 
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Es  ist 


AÄ{m)  =  180  -  (<p  +  ß) 


A(0)n 

A{0)m 

An 

Ä ?ri 

li  s 

Äs 


=  7  (<P  ~  ß) 

=  90-|(<p  +  /5) 

=  r  tg  |  (<p  —  ß) 


r  cot  ±  (<jd  +  ß) 

—  (Am'  —  An) 

—  (Ä in  -\-  Ä n) 


folglich 


ns  -  ±  r  [cot  |  (9  +  /l)  -  tg  i  (cp  -  0)] 
•  **  ==  ±r  [cot  I  (cp  +  0)  +  tg  i  (9  -  /i)] 
oder,  indem  man  auf  gemeinschaftliche  Nenner  bringt,  und  reduciert: 


Äs 


r  cos  qp 

sin  ß  -\-  sin  <p 
r  cos  {? 

sin  (i  -|-  sin  qp 


Mau   hat  ferner 


■£{P)Ä(Ä)  =  90-ß 
F(0)Ä  =  45  —  | 

^'/>'=  rtg(45  -  |) 

./'/>/ =  r  cot  (45  —  |) 

ÄC=  .'  (-/'/'',-  ÄP')  =  rtgß 

PX'C  =  |  (//'/','  -f  ,//'')  =  ;•  sec  ß 
<)r  6"/V/>  =  90  —  6'[o]A"  =  90  -  A, 


also 


Cp  =  6'  /','  cut  A  =  r  sec  ß  cot  A 

Fig.  12  zeigt  das  Netz  in  dieser  Projektionsmethode;  der  innerhalb 
des  Kreises  K gelegene  Theil  stellt  die  eine  Halbkugel,  der  ausserhalb 
gelegene  die  andere  Halbkugel  dar.  Zum  »Schlüsse  soll  noch  die 
Aufgabe  gelöst  werden:  Gegeben  die  stereographischen  Projektionen 
zweier  Punkte;  zu  suchen  ihren  sphärischen  Abstand. 

Sei  (Fig.  13)  K  der  Schnitt  der  Kugel  mit  der  durch  ihren  Mittel- 
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punkt  gelegten  Projektionsebene,  wodurch  der  Massstab  der  Projektion 
bestimmt  ist.  Um  den  Abstand  zweier  Punkte,  deren  stenographische 
Projektionen  C\  D'  sind,  zu  finden,  suchen  wir  zunächst  den  Abstand 
der  Bilder  sowol  als  der  durch  sie  dargestellten  Punkte  vom  Aug- 
punkte. Das  Auge  befindet  sich  senkrecht  über  oder  unter  der 
Zeichnungsfläche.  Ob  nun  das  Auge  im  Pol,  im  Äquator  oder  in 
irgend  einem  anderen  Punkte  liegt,  werden  immer  Punkte  der  Pro- 
jektionsebene, die  in  einem  Kreise  liegen,  dessen  Mittelpunkt  Ä 
ist,  von  A  gleich  weit  entfernt  sein,  und  dasselbe  gilt  von  den 
Kugelpunkten,  deren  Bilder  sie  sind.  Es  ist  also  AC  —  AC\\ 
Alf  =  AB\  wenn  Ä  C'  =  Ä 6",;  AB'  =  Ä D\  ist,  und  ebenso 
A  C  =  A  Cx  ;  AD  ==  A  I)x, 
wenn  C,  D  die  den  Projek- 
tionen 6'',  D'  entsprechenden 
Punkte  der  Kugel  sind.  Legt 
man  nun  die  Ebeue  ACt' D{ 
in  die  Zeichnungsfläche  um, 
so  dass  A  nach  {Ä)  kömmt, 
so  sind  die  gesuchten  Ent- 
fernungen (A )  C\ ;  (A)  D  \  ; 
{Ä)CX\  (A)DV  Nun  denken 
wir  uns  das  Dreieck  AGB 
um  CD'  in  die  Zeichnungs- 
fläche gedreht;  indem  man 
mit  den  Seiten  [A~\  C  =  (A)C'i ; 
\A\D'  =  (A)D\  das  Drei- 
eck [^]C'i>'construiert.  Macht 
man  nun  [A]  £=  (A)C\ ;  [A]  (D) 
=  {A)D]     so,    sind    (D),  (C) 

die  umgelegten  Kugelpunkte,  und  (D)(C)  die  zu  diesen  beiden 
Punkten  gehörige  Sehne.  Diese,  als  zu  dem  durch  die  beiden 
Punkte  C  und  D  gehenden  grössten  Kreise,  der  im  allgemeinen  nicht 
durch  A  gehen  wird,  gehörig,  entspricht  einem  Centriwinkel,  den 
man  construieren  kann,  indem  man  die  Sehne  (C)(D)  auf  dem  grössten 
Kreise  K  irgend  wo  z.  ß.  in  BM  aufträgt;  BA'M  ist  der  sphärische 
Abstand  von  CD. 

Der  Schnittpunkt  d  von  (C)(B)  mit  C B'  ist  der  Durchstosspunkt 
von  CB  mit  der  Projektionsebene;  denn  da  er  in  der  Umdrehungs- 
axe  C D'  liegt,  so  bleibt  er  bei  der  Drehung  fest;  er  gehört  daher 
auch  der  Ebene  Ä C D  des  durch  C  und  B  gehenden  grössten  Kreises 
an;  demnach  ist  Äd  die  Spur  dieser  Ebene;  die  Schnittpunkte  von 
Ä d  mit  dem  in  der  Projektionsebene  liegenden  Kreise  A'  der  Kugel 
sind  folglich  Punkte  des  durch  C  und  B  gehenden  grössten  Kreises, 
und  da   sie    in   der  Projektionsebene    selbst  liegen,    gleichzeitig   ihre 
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Projektionen;  die  Projektion  dieses  grössten  Kreises  geht  daher  durch 
EFC'D'  und  ist  daher  leicht  zu  zeichnen.1) 

Hieraus  folgt  auch,  dass  das  Bild  irgend  eines  grössten  Kreises 
der  Kugel  den  Kreis  K  in  zwei  diametral  gegenüber  liegenden  Punkten 
EF  des  letzteren  schneidet,  und  dass  nur  solche  Kreise,  für  welche 
diese  Bedingung  erfüllt  ist,  Bilder  von  grössten  Kugelkreisen  sind 
(s.  E.  Reusch,  die  stereographische  Projektion,  pag.  11.) 

Bei  allen  stereographischen  Projektionen  ist  die  Vergrösserung 
in  der  Entfernung  v  vom  Kartenmittelpunkte  (also  für  die  stereo- 
graphische Polarprojektion  für  die  Poldistanz  v) 

k~—±— 

2  cos  \  v2 

und  die  Flächenvergrösserung 

X  =  ~. — -i    r 

4  cos  \  v* 

Um  jedoch  einen  vergleichbaren  Massstab  zu  erhalten,  wollen 
wir  im  folgenden  stets  die  Vergrösserung  im  Kartenmittelpunkte 
gleich  1  setzen,  also  die  relative  Vergrösserung  gegenüber  derjenigen 
der  Kartenmitte  suchen;  (bei  den  perspektivischen  Projektionen  kömmt 
diess  darauf  hinaus,  die  Projektionsebene  parallel  zu  verschieben,  und 
zwar  im  vorliegenden  Falle,  bis  sie  die  Kugel  berührt.)  Im  oben 
angegebenen  Massstabe  ist  für  die  Kartenmitte 

folglich 

k   =  -  =  — — 

1 '        k0        cos  \  v2 ' 

K  =^=      L_ 

1         K0        cos  \  vx 

und  dieses  sind  die  Werte  der  Vergrösserungen,  wie  sie  bei  der  ste- 
reographischen Projektion  auftreten,  wenn  die  Projektionsebene  die 
Kugel  berührt. 

Tafel  3  giebt  nebst  den  Werten  von  q  diese  Werte  von  k  und  K 
von  10°  zu  10°  in  den  ersten  drei  Columnen;  wie  schon  früher  erwähnt 


1)  Diese  Lösung  so  wie  eine  andere,  minder  einfache  findet  sich  in  Picissant, 
fcraite"  de  topographie  Paris  1820.  pag.  92.  Handelt  es  sich  nur  um  die  Construk- 
tion  des  Bildes  des  durch  C  und  D  gehenden  grössten  Kreises,  so  kann  man 
einen  einfacheren  Weg  wählen;  der  durch  die  Punkte  C  und  D  gehende  grösste 
Kreis  muss  offenbar  auch  durch  ihre  Antrpodenpunkte  gehen;  um  denjenigen 
von  C  zu  finden,  legen  wir  die  Ebene  des  grössten  Kreises  A  A'C  um  i'  C  um, 
so  dass  A  nach  {{A))  kömmt ;  das  auf  ({A))  C  gezogene  Perpendikel  ((A))  G' 
bestimmt,  wie  man  leicht  sieht,  auf  dem  Durchmesser  A'C  das  Bild  6r  des 
Antipodenpunktes  (weil  der  Winkel  CA  G  als  Winkel  im  Halbkreise  ein  Rechter 
ist)  und  da*  Bild  des  durch  CD  gehenden  grössten  Kreises  geht  durch  C  D'G'\ 
Hierüber  s.   auch  Gretschel,  Lehrbuch  der  Kartenprojektionen,  pag.  08. 
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ist,  hier  der  Winkel  d  (das  Maximum  der  Winkeländerung)  gleich 
Null,  was  ein  bedeutender  Vortheil  dieser  Projektionsart  ist;  ausser- 
dem hat  sie  den  bedeutenden  Vorzug,  dass  die  Netzlinien  sämmtlich 
Kreise,  also  äusserst  leicht  zu  verzeichnen  sind.  Allein  da  die 
Vergrösser ungen  an  den  verschiedenen  Punkten  der  Karte  ziemlich 
stark  variieren,  so  wird  sie  trotz  der  genannten  Vorzüge  nur  wenig, 
hauptsächlich  zu  Planiglobien,  verwendet;  denn  für  die  Darstellung 
kleinerer  Ländercomplexe  hat  man  bessere  Projektionen. 

3.  Centrale  oder  gnomonische  Projektion.1) 

14.  Das  Auge  befindet  sich  im  Centrum  der  Kugel;  die  Projek- 
tionsebene soll  die  Tangentialebene  im  Mittelpunkt  des  darzustellenden 
Flächentheiles  sein.  Dann  ist  a  =  0,  D  =  r  und  die  Gleichungen 
I,  II,  III  werden: 

r  sin  l  cos  q>  \ 

sin  ß  sin  qp  -f-  cos  ß  cos  cp  cos  l  f                                  (12) 

r  (cos  ß  sin  qp  —  sin  ß  cos  qp  cos  l)i 
V  = 


sin  ß  sin  qp  -f~ 

COS  ß  COS  qp  COS  l 

Jfc               l 

n1     9 

1              COS  V 

( 

1             COS  V 

~  COS  V*  1 

tg  CO    = 

COS  V  tg  CO, 

.    s 

sin¥  = 

tg  -T           ) 

(13) 


.14) 


1)  S.  Günther  (Geographisches  Jahrbuch  v.  Behm  1882  Bd.  9)  giebt  an,  dass 
dieselbe  nach  d'Avezac  von  Thaies  herrühren  solle.  Ich  finde  jedoch  in  ä'Avezac 
(Coup  d'oeuil  historique  sur  la  projection  des  cartes  de  geographie  in  dem 
Bulletin  de  la  Societe  de  geographie  de  Paris  1863),  dass  Anaximander,  Schüler 
von  Thaies  die  erste  Karte  gezeichnet  haben  soll,  von  der  wir  aber  gar  nichts 
wissen  (s.  auch  Barbier  -  Dubocage  Notices  historiques  sur  la  constructiou  des 
cartes  geographiques  im  Memorial  du  depot  de  la  guerre.  Paris.  Bd.  I.)  Dasselbe 
behauptet  CCAvezac  von  der  Karte  des  Dikaearehos:  „mais  qui  nous  dira,  sur 
quelle  projection  eile  (la  carte)  etait  assise?  et  suffit-il  de  savoir,  qu'elle  etait 
traverse  d'ouest  en  est  en  son  milieu  par  un  diaphragme  ou  ligne  separative 
couraut  depuis  les  colonnes  d'Hercule  ä  travers  la  Sicile ,  Ehodes  et  le  Taurus 
oriental,  jusqu'aux  derniers  hauteurs  d'Imaüs?  Non  ce  n'est  point  encore  assez 
pour  conclure."  (1.  c.  pag.  269).  Von  dieser  Karte  jedoch  behauptet  Le  Monnier 
(„Zur  Geschichte  der  Kartographie"  in  der  „Deutschen Rundschau  für  Geographie 
und  Statistik,"  1879)  dass  sie  im  Atlas  zur  Histoire  de  la  Geographie  von  Vivien 
de  St.  Martin  erhalten  sei.  Nach  Barbier-Dubocage  und  d'Avesac  schwinden 
die  Zweifel  erst  mit  Eratosthenes ,  doch  ist  die  von  ihm  construirte  Karte  eine 
Plattkarte  (s.  §  24.)  Die  perspektivischen  Projektionen  sollen  nach  d'Avezac 
sämmtlich  von  Hipparch  herrühren,  obzwar  dies  für  die  orthographische  Pro- 
rektion nicht  ganz  sicher,  obgleich  unendlich  wahrscheinlich  (infiniment  probable) 
ist  (1.  c.  pag.  275  und  323). 
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15.  ä)  Die  centrale  Polarprojektion.  Für  diese  ist  ß  =  90°  und 
die  Gleichungen  werden 

x  =  r  sin  A  cot  w      \  ,<c.    , 

.     r,        •  (12  a). 

y  =  -*—r  cos  A  cot  <p' 

Hieraus  erhält  man  durch  Elimination  von  <p  als  Gleichung  der  Meridiane 

y  =  —  a:  cot  A     '  (15a) 

und  durch  Elimination  von  A  als  Gleichung  der  Parallelkreise 

x2  +  y2  =  r2  cot  g>2  (16  a). 

Die  Herstellung  des  Kartennetzes  ist  hier  sehr  einfach.  Sei  ^ 
(Fig.  14)  der  Mittelpunkt  der  Karte,  so  wird  die  Projektionsebene  von 
der  Kugel  in  diesem  Punkte 
berührt  und  das  Auge  im 
Mittelpunkte  der  Kugel  senk- 
recht unter  der  Zeichnungs- 
fläche liegen.  Sei  A  y  das  Bild 
des  ersten  Meridians,  und 
dreht  man  denselben  um 
diese  Gerade  in  die  Projek- 
tionsebene herauf,  so  dass 
er  nach  K  kömmt,  so  wird 
der  in  ihm  gelegene  Punkt 
von  der  Breite  <p  nach  (M) 
kommen,  wenn  A(0)(M) 
=  90—  q>  ist ;  (M)  (O)ist  sein 
Projektionsstrahl,  daher  M' 
seine  Projektion ;  da  nun  die 
Projektionen  aller  in  einem 

Parallelkreise  gelegener 
Punkte  in  einem  Kreise 
liegen,  dessen  Centrum  A  ist, 
weil  die  Ebenen  der  Parallelkreise  zur  Projektionsebene  parallel  sind, 
so  ist  der  aus  A  mit  dem  Halbmesser  AM'  beschriebene  Kreis  das  Bild 
des  Parallelkreises  von  der  Breite  cp.  Hiernach  ist  die  Construktion 
des  Systems  der  Parallelen  die  folgende;  man  hat  den  Quadranten  AK 
etwa  von  10°  zu  10°  zu  theilen,  die  Schnittpunkte  der  Radien  mit  Ay 
geben  Punkte  der  entsprechenden  Parallelkreise.  Es  ist  selbstver- 
ständlich,  dass  man  nur  eine  Hemisphäre  darstellen  kann,  und  auch 
diese   nicht   bis  zum  Äquator,    dessen  Bild  ganz  ins  unendliche  fällt. 

Da  die  Neigungswinkel  der  Meridianebenen  durch  ihre  Schnitte 
mit  der  Tangentialebene  im  Pole  gemessen  werden,  diese  Schnitte 
aber  gleichzeitig  die  Centralprojektionen  der  Meridiane  sind,  so  hat 
man  als  Bild  eines  Meridians  von  der  Länge  l  eine  Gerade  aufzu- 
fassen, die  mit  der  negativen  Jr-axe  den  Winkel  A  einschliesst;  für 
diese  Gerade  hat  man 


Fig.  14. 
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y  =  —  x  cot  A 
wie    es    die    analytische    Discussion     lieferte.     Der    Halbmesser    des 
Parallels  von  der  Breite  rp  ist  AM'  =  (0)  A  tg(M)(0)A  =  r  cot  <p. 
16.    h)  Die  centrale  Äquatorealprojektion.     Es  ist  ß  =  0,  und 

man  erhält 

x  -—  r  tg  A 

y  =  r  tg  9)  sec  A1 


folglich 

x  =  tgA 

als  Gleichung  der  Meridiane;  und  da 


(121,) 
(15b) 


cos  A 


2/ 


sin  A 


// 


tg  <P, 


(1Gb) 


so  wird  die  Gleichung  der  Parallelkreise 

J2    ^   <P-     +    ^   %   <P2    =    1 

oder 

y2       _  ^  =  i 
r2  tg  qp2        r2 

Die  Meridiane  sind  demnach  gerade  Linien  parallel  zur  F-axe  in 
der  Entfernung  r  tg  A ;  die  Parallelkreise  sind  Hyperbeln,  deren 
Mittelpunkte  in  den  Mittelpunkt  der  Karte  fallen,  und  für  welche 
die  reelle  Axe  in  der  Richtung  der  y  gleich  r  tg  cp,  die  imaginäre  in 
der  Richtung  der  x  gleich  r  ist. 

Sei  für  die  Zeichnung  (Fig.  15)  Ä  der  Kartenmittelpunkt,  Äy  der 
erste  Meridian  der 
Karte,  XX  der  Äquator 
derselben.  Um  das  Bild 
eines  Meridians  zu  er- 
halten, hat  man  den 
Radius  des  der  Länge 
desselben  entsprechen- 
den Punktes  des  Äqua- 
tors bis  zum  Schnitte 
mit  der  Projektions- 
ebene, also  bis  XX  zu 
verlängern;  dies  thun 
wir  wieder  in  der  Um- 
legung  indem  wir 
A'(0)(M)  =  X  machen 
und  (0)(M)  bis  zum 
Schnitte  Bf  mit  XX' 
verlängern,  die  in  Bf 
parallel  zx\.Äy  gezogene 
Gerade  stellt  den  Meridian  der  Länge  A  vor;  es  folgt  übrigens  aus 
der  Construktion 

A'  M'  =  r  tg  A 
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wie  auch  oben  gefunden  wurde.  Um  die  Bilder  der  Parallelkreise 
zu  construieren ,  wird  man  durch  letztere  die  projicierenden  Kegel 
legen,  und  da  von  der  Projektionsebene  immer  beide  Theile  derselben 
u.  z.  symmetrisch  geschnitten  werden,  so  werden  die  Projektionen 
Hyperbeln  sein,  welche  symmetrisch  zur  XX'  liegen.  Die  Asymptoten 
einer  solchen  Hyperbel  sind  bekanntlich  parallel  zu  den  Schnittlinien  des 
Kegels  mit  der  durch  die  Spitze  des  Kegels  parallel  zur  schneidenden 
Ebene  gelegten  Ebene.  Statt  dessen  verschieben  wir  die  Kugel,  bis 
ihr  Mittelpunkt  in  die  Projektionsebene  fällt;  der  Schnitt  mit  der 
Projektionsebene  ist  dann  der  Kreis  K  selbst,  die  Ebene  des  Parallel- 
kreises von  der  Breite  cp  schneidet  in  NNV  wenn  NXÄX  =  cp  ist,  und 
der  Schnitt  des  Projektionskegels  ist  NÄ Nx;  daher  sind  NA',  NXA 
die  Asymptoten  des  fraglichen  Parallels.  Die  Schnittpunkte  desselben 
mit  der  F-axe  erhält  man  sehr  leicht,  wenn  man  sich  den  die  Projek- 
tionsebene in  Ä  berührenden  Meridian  um  A'y  umgelegt  denkt.  Das 
Projektionscentrum  kömmt  dann  nach  [0~]  und  die  projicierende 
Gerade  für  den  Punkt  des  Meridians  von  der  Breite  cp  kömmt  in  einen 
Abstand  Ä N'  —  Üxv.  Hieraus  folgt  nun  die  folgende  Construktion 
für  die  Parallelen :  Man  theile  den  Kreis  01B[0]  etwa  von  10°  zu  10°; 
die  Radien  der  einzelnen  Theilpunkte  geben  die  Asymptoten  und  die 
durch  den  Schnittpunkt  der  letzteren  mit  0xz  zu  Äx  gezogenen 
Parallelen  bestimmen  auf  Ä  D  die  Endpunkte  der  reellen  Axen;  die 
Länge  der  letzteren  ist  2  Ä  N'  =  2ÄOx  tg  cp  =  2  r  tg  cp ,  und  da 
allgemein    für   die  Halbaxen  «,  b,  der  Asymptotenwiukel  co  bestimmt 

ist  durch 

,     co         b 

so  wird  hier 

b  —  r  tg  cp  tg  Nt  Ä  Y  —  r  tg  cp  cot  cp  =  r. 

In  Fig.  15  ist  ein  Quadrant  des  Netzes  eingezeichnet. 

17.  c)  Centrale  Horizontalprojektion.     Für  diese  gelten  die  all- 
gemeinen Gleichungen  (12);  wir  schreiben  dieselben  in  der  Form 

r  sin  l  _  r  (cos  ß  tg  rp  —  sin  ß  cos  l) 

~~  sin  ß  tg  qp  -f-  cos  ß  cos  l   '   -^  sin  ß  tg-  y  -f-  cos  ß  cos  l 

woraus  man  erhält 

,  r  sin  X  —  x  cos  ß  cos  l  y  cos  ß  cos  l  +  r  sin  ß  cos  X 

°  V  ~  x  sin  ß  r  cos  ß  -    //sin  (3 

und  von  Nennern  befreit  und  geordnet : 

x  cot  X  -f-  y  sin  ß  =  r  cos  ß  (!5C) 

als  Gleichung  der  Meridiane.    Für  x  —  0,  wird  y  =  r  cot  ß 

für  y  =  0    wird  x  =  r  cos  ß  tg  A. 

Die  Meridiane  der  Karte  sind  demnach  gerade  Linien,  die  die  T-axe 
(den  ersten  Meridian)  in  der  conslanten  Entfernung  r  cot  ß  schneiden, 
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wo    daher  das  Bild  des  Poles  sein  rnuss;   die  Ä-a.xe  wird  in  der  Ent- 
fernung r  cos  ß  tg  k  geschnitten.     Aus  der  Gleichung  für  y  folgt : 

.  -         r  cos  ß  —  11  sin  ß 

COt  Cp  COS  A.  =  a    ,     i — r,  , 

^  y  cos  p  -\-  r  sm  p 

und  dieses  in  die  Gleichung  für  x  eingesetzt,  giebt 

CO 

cot  od  sin  X  =  ■£—. : — a  ■> 

^  y  cos  p  -f-  r  sin  p 

folglich  als  Gleichung  der  Parallelkreise 

/rcosp-Vsinp\2         /  _jc  Y  =  cot  <p2 

\y  cos  ß  -(-  r  sin  ß)      '     \i/  cos  ß  -f-  r  sin  Py  ^ 

oder  entwickelt  und  gehörig  geordnet : 

xi  _t_  ^2  (sjnß2  —  cos/32  cotop2)  —  2>  y  sin  ß  cos  ß  cosec  op2 

+  r2  (cos  ß2  —  sin  /32  cot  gp2)  =  0.  (w) 

Addiert  und  substrahiert  man  hier 

r2  sin  02  cos  p2  cosec  qp4 
sinp2  —  cos  P2  cot  9^' 
so  ergiebt  sich: 

£f]2(sm  ß2  -  cos  02cot  <jd2) -  Bin^!iycoI^ 


»2+ 

y  — 

r  sinp  cos  P  cosec  qp2 

sin  P2  —  cos  P2  cot  cp2 

oder 

a;2 

r'1  cot  qp2 

(r  sin  p  cos  p  cosec  qp2V 
y        sin  p2  —  cos~pYcot  qp2/ 


1  r2  cot  qp-  v        ' 

sin  p2  —  cos  p2  cot  qp2  (sin  P2  —  cos  p2  cot  qp2J2 

Die  Parallelkreise  sind  demnach  Kegelschnittslinien,  deren  Mittel- 
punkte auf  der  .F-axe  in  der  Entfernung 

r  sin  p  cos  ß  cosec  qp2 
sin  P2  —  cos  p2  cot  qp2 

liegen,  deren  eine  Axe  (in  der  Richtung  der  y)  stets  reell  ist,  und  gleich 

r  cot  qp 
sin  p2  —  cos  ß2  cot  qp2 ' 

die  zweite  Axe  (in  der  Richtung  der  x)  hat  zum  Ausdrucke 

r  cot  qp 

Ksin  p2  —  cos  ß~  cot  qp2  ' 

Der  Kegelschnitt  wird  demnach  eine  Ellipse,  wenn 

sin  ß2  >  cos  ß'2  cot  (jp2 

d.  h.  tg  ß2  >  cot  cp2,  tg  ß  >  tg  (90  —  cp)  •  cp  >  90  —  ß. 

Der  Kegelschnitt  wird  eine  Hyperbel,  deren  Gleichung 


,    r  sin  ß  cos  ß  cosec  qp2\ ' 
y  ~*~  cos"p2~cöt^2^^~sin  p2/ 


r2  cot  qp2  r2  cot  qp2 


=  1 


(cos  p2  cot  qp2  —  sin  ß2f  cos  P2  cot  qp2  —  sin  P2 

ist,  wenn 

•  cot  cp2  >  tg  ß2  oder  cp  <  90  —  ß. 

Hkrz,  Landkartenprojektionen. 
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Wenn  cp  =  90  —  ß,  so  wird  der  Nenner  unendlich ;  dann  rückt  aber 
auch  der  Mittelpunkt  ins  Unendliche  und  der  Kegelschnitt  wird  eine 
Parabel.     Da 

sin  ß2  —  cos  ß2  cot  cp2  =  0, 
so  geht  die  Gleichung  (rn)  über  in 
x2  —  2  ry  sin  ß  cos  ß  cosec  cp2  -f-  r2  (cos  ß2  —  sin  ß2  cot  cp2 

+  sin  ß2  —  cos  ß2  cot  cp2)  =  0 
oder 

x2  —  2ry  tgß  -f  r2  (1  —  tg  ß2)  =  0 

*»  -  2r  tg  /3  [y  -|  L=^E]  -  2r  tg/3  (y  -  r  cot20), 

also  die  Gleichung  des  Parallels  von  der  Poldistanz  ß 

x2  =  2r  tg  ß  (y  —  r  cot  2  0). 
Der  Scheitel  der  Parabel  liegt  hiernach  um  r  cot  2/3  vom  Mittelpunkt 
der  Karte  entfernt,  ihr  Parameter  ist2rtgjS. 

Um  das  Kartennetz  zu  zeichnen,  sei  Ä  (Fig.  16)  der  Mittelpunkt  der 
Karte,  Äy  der  erste  Meridian.  Legen  wir  die  Ebene  desselben  um  Äy 
in  die  Zeichnungsfläche,  so  kommt  der  Mittelpunkt  der  Kugel  nach  (0); 
die  Schnittlinie  der  Ebene  des  Äquators  mit  derjenigen  des  ersten 
Meridians  ist  in  der  Umlegung  (0){Qi)f  bestimmt  durch  den  Winkel 
A'{ß){.Q\)  gleich  der  Breite  ß  von  Ä]  die  Spur,  also  für  die  Central- 
projektion  auch  das  Bild  der  Aquatorebene  auf  der  Projektionsebene 
geht  durch  den  Schnittpunkt  Q  von  (0){QX)  mit  Äy  senkrecht  auf 
dieser  Geraden,  ist  also  QZX.  Die  auf  {jJ){(J\)  senkrechte  Gerade 
(P)  (I\)  ist  die  Umlegung  der  Polaraxe  der  Erde,  ihr  Schnitt  P'  mit 
Äy  demnach  das  Bild  des  Poles.  Die  Meridiane  müssen  sämmtlich 
durch  P'  gehen;  um  sie  zu  zeichnen,  suchen  wir  die  Bilder  der 
Punkte,  in  denen  die  Meridiane  den  Äquator  schneiden,  und  drehen 
diesen  zu  diesem  Behufe  um  Q)ZX  in  die  Zeichnungsfläche,  so  dass 
sein  Mittelpunkt  nach  [Ö]  kömmt.  Ist  nun  [(>,]  [0][iJ/]  =  k,  so  ist 
[31]  die  Umlegung  des  Punktes,  in  dem  der  Meridian  von  der  Länge 
A  den  Äquator  schneidet,  [0]  [M~\  der  umgelegte  Projektionsstrahl, 
M'  das  Bild  des  Punktes  .¥,  und  daher  P' 31'  das  Bild  des  Meridians. 

Für  die  Parallelkreise  wird  die  Construktion   verschieden  jenach- 

dem  <p  j>  90  —  ß  ist. 

1)  (p  >  90  -  ß  oder  90  —  cp  <  ß.  Sei  der  Schnitt  der  Ebene 
dieses  Parallelkreises  mit  der  Ebene  des  Meridians  in  der  Um- 
legung (#)(#,),  so  dass  die  Poldistanz  (P)  (q)  <  ß  ist.  Da,  wenn 
(O)  z  JL  {0)x\  (P){0)z  =  ß,  so  wird  (P)(q)  <  (P)z,  demnach  schneiden 
alle  Erzeugenden  des  projicierenden  Kegels,  nach  derselben  Seite 
verlängert,  die  Projektionsebene;  der  Schnitt  wird  eine  Ellipse,  welche 
symmetrisch  gegen  Äy  liegen  wird,  und  deren  grosse  Axe  in  Äy 
hineinfällt.   Ihre  Endpunkte  ergeben  sich,  wenn  man  die  Projektions- 
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strahlen  (0)(q),  (0)q{  bis  zum  Schnitte  niit^f'y  verlängert  in  q  q\  ;  der 
Halbierungspunkt  6  dieser  Strecke  ist  der  Mittelpunkt  der  Projektions- 
ellipse, die  in  d  auf  Äy  errichtete  Senkrechte  d t  ist  die  kleine  Axe. 


\4_..        _._\^_£ 


Fig.   IG. 

Um  deren  Länge  zu  finden,  bemerken  wir  zunächst,  dass  d  die  Pro- 
jektion eines  Punktes  o  des  Durchmessers  qql  ist,  dessen  Umlegung 
(o)  ist;  die  kleine  Halbaxe  dm'  ist  die  Projektion  einer  zur  Projek- 
tionsebene parallelen  Sehne  otn,  welche  zu  qqx  senkrecht  steht  und 
deren  Länge  daher  gefunden  wird,  wenn  man  in  der  Umlegung  den 
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über  qq]  gedachten  Kreis  nach  (q){m)(gx)  herunterklappt,  und  die 
zum  Punkte  (o)  gehörige  Ordinate  (o)(m),  welche  mit  jener  Sehne 
identisch  ist,  zeichnet.  Legt  man  jetzt  das  Dreieck  mmxO  um  o't  in 
die  Zeichnungsfläche,  so  dass  0  nach  ((#)),  o  nach  ((o))  kömmt,  so 
fallen  die  Endpunkte  dieser  Ordinate  nach  ((?#))  ((#?,)) ,  wenn 

((«»))((»)) -(«)(«) 
gemacht  wird,  und  ((0))  ((»0)  i^  die  Umlegung  des  Projektionsstrahles 
daher  in    der  Endpunkt  der  kleinen  Axe.    Aus  den  beiden  Axen  q'qt' 
und  m'm}'    kann   die  Ellipse   ohne  Schwierigkeit  construiert  werden. 

2)  Sei  <p  =  90  —  ß  oder  90  —  <p  =  ß  d.  h.  der  Parallelkreis 
gehe  durch  z\  die  eine  Erzeugende  Oz  des  projicierenden  Kegels  Ozzi 
(Fig.  17)  schneidet  die  Projektionsebene  überhaupt  nicht,  also  ist  der 
Schnitt  eine  Parabel,  deren  Scheitel  die  Projektion  z(  von  z,,  ihre 
Axe  die  Gerade^'?/.  Um  die  Parabel  zu  zeichnen  wird  es  am  besten 
sein,  die  Projektion  noch  eines  Punktes  derselben  zu  suchen.  Der 
Bequemlichkeit  halber  wählen  wir  hierzu  die  Endpunkte  des  auf  zzx 
senkrechten  Durchmessers  rs  des  Parallelkreises.  Dreht  man  zu  diesem 
Zwecke  wieder  die  Ebene  Ors  um  ihre  Schnittlinie  P't  in  die  Pro- 
jektionsebene, so  dass  0  nach  [ö],  o  nach  [o]  kömmt,  so  sind  [r][s] 
die  Endpunkte   des    zu  zeichnenden  Durchmessers  in  der  Umlegung, 

wenn  [o]  [r]  =  (o)  z 
£,'  gemacht  wird;  [0][r], 
[0}[s]  die  Projektions- 
strahlen, daher  rs  die 
in  P't  liegenden  Projek- 
tionen dieser  Punkte, 
also  zwei  Parabel  - 
punkte.  Die  Construk- 
tion  der  Parabel  hat 
hiernach  keine  Schwie- 
rigkeiten mehr.  (Macht 
man  P'  z(  =  z(  a,  so 
ist  ar'  Tangente  in  r'; 

macht  man  ferner 
^Fr'a  =  ^Cr'ay,  so 
ist  F  der  Brennpunkt 
der  Parabel.) 

3)  <p  <  90  -  ß  oder  90  —  tp  >  ß,  d.  h.  (Fig.  18)  (P)(0)(p)  > 
(P)(0)z.  Die  Erzeugenden  des  projicierenden  Kegels  werden  nur 
theilweise  die  Projektionsebene  schneiden;  ein  Theil  schneidet  in  der 
Rückverlängerung,  die  Projektion  ist  eine  Hyperbel.  Hiefür  wird 
man  am  besten  zuerst  die  reelle  Axe  und  die  Asymptoten  zeichnen. 
Die  Scheitel  der  Hyperbel  sind  die  Schnittpunkte  der  Projicierenden 
(0)(q),  (0)(p);  sind   dieselben   p ,  q    und  halbiert  man   die  zwischen 


Fig.  17. 
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Fig.  18. 


ihnen  enthaltene  Strecke,  so  erhält  man  in  o  den  Mittelpunkt  der  Hy- 
perbel. Denken  wir  uns  nun  eine  Orthogonalprojektion  der  Kugel 
und  des  projieierenden  Kegels  auf  die  Ebene  des  ersten  Meridians.  Die 
durch  0  zur  Projektionsebene  parallele  Ebene  schneidet  die  Ebene  des 
ersten  Meridians  in  einer  Geraden,  deren  Umlegung  (0)z  ist.  Der  Kegel 
wird  von  dieser  Ebene  in 
zwei  Erzeugenden  ge- 
schnitten, denen  parallel 
die  Asymptoten  der  Hyper- 
bel sind,  und  deren  Ortho- 
gonalprojektionen mit  Oz 
zusammenfallen;  denkt 
man  sich  daher  über  (p)  (q) 
den  Parallelkreis ,  senk- 
recht zurZeichnungsfläche 
construiert,  und  dessen 
Ordinate  in  (r)  gezeichnet, 
derenLänge  offenbar  (s)(r) 
ist,  und  das  Dreieck 
(0)(r)s  um  (0)(r)  in  die 
Zeichnungsfläche  gedreht, 
nach  (ö)(r)[s],  so  muss 
dieses  letztere  Dreieck  dem  über  Ä  im  Räume  liegenden  Ors  congruent 
sein  und  da  (0)(r)  ||  Äy  ist,  so  ist  die  eine  Asymptote  dt'  parallel 
0  [s\,  die  andere  symmetrisch  dazu  auf  der  anderen  Seite  von  Äy 
gelegen;  die  durch  q  senkrecht  auf  Äy  gezogene  Gerade  bestimmt 
auf  der  Asymptote  einen  Punkt  t  so,  dass  q  t  gleich  der  imaginären 
Halbaxe  der  Hyperbel  ist,  deren  weitere  Construktion  daher  keine 
Schwierigkeiten  findet. 

Übrigens  ist  die  Construktion  des  Halbkreises  (p)(s)(q),  der  Linie 
(r)i',  und  des  Kreisbogens  (s)[s]  überflüssig;  denn  denkt  man  sich 
über  (p)(q)  die  Ebene  Ex  des  Parallels  und  eine  zu  (0)z  senkrechte 
Ebene  E2,  so  schneiden  sich  beide  in  der  Geraden  (r)s  und  die  um 
(0)  gezeichnet  gedachte  Kugel  wird  von  dieser  Geraden  in  dem  Punkte 
s  getroffen,  der  auch  dem  Schnittkreise  von  E2  mit  der  Kugel  ange- 
hört, demzufolge  (r)  [s]  gleich  sein  muss  (r)  s.  Für  die  Zeichnung  der 
gesuchten  Hyperbel  hat  man  daher,  nachdem  die  Punkte  p,  q,  d  bestimmt 
sind,  nur  durch  den  Schnittpunkt  (r)  von  (p)(q)  mit  (0)z  die  zu  Äx 
parallele  Gerade  (r)  [s]  bis  zum  Kreise  zu  zeichnen,  und  die  Asymptote 
dt'  ||  (0)[s]  zu  ziehen.  Natürlich  wird  nur  ein  Ast  der  Hyperbel  ge- 
zeichnet, da  der  andere  kein  eigentliches  Bild  ist,  weil  er  durch  den 
Schnitt  der  Rückverlängerungen  der  Projektionsstrahlen  entstanden  ist. 

Zum  Überfluss  soll  noch  die  Identität  der  Construktion  mit  den 
durch  Rechnung  erhaltenen  Resultaten  nachgewiesen  werden. 
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Für  die  Meridiane  hat  man  (Fig.  16) : 

^A\0)(Qx)  =  ß;     A'Q  =  rtgft     (0)  Q  =  Q\G\  =  r  sec  ß 
QM'  =  Q[0]  ig  [0,][0]  IM]  =  r  sec  ß  tg  A 
ferner 

^'/>'  =  r  tg  A'{0)(P)  =  r  cot  /S, 
und  da 

^>  :  QM'  =  ÄP'  :  #/>' 
so  wird 

A'u  =  r  sec/3  tg  A  .  — -t7^-  ,      ,    a  =  r  sec  8  tg  A  .  - —     — -==rtg  Acos/3 
r  r&        rcot(3  +  rtg|3  r&         1  -f  tg  ß2  °  r 

als  Entfernung  des  Schnittpunktes  mit  der  J'-axe  von  Ä. 

Für  die  Parallelkreise: 

1)  Ellipsen  (Fig.  16). 

<£  Ä(0)(qx)  =  {Qx)(qx)  -  (Qx)  Ä  =  cp  -  ß 

A'{0){q)  _  A\P)  +  (P)(q)  =  90  -  ß  +  90  -  cp 

=  180  -  (?  +  ß) 

A'qx'  =  r  tg  (cp  —  0)  (0)?,'  =  r  sec  (9  —  ß) 

A'q  —  -  r  tg  (cp  +  /3)       (0)?'  —  -  r  sec  (<jp  +  ß) 

A'd  =  i  (^.'  +  ^  SO  =  \  [tg  (<p-ß)-  tg  (<p  +  /3)j 

r  sin  2  ß 

2     cos  qp2  cos  ß2  —  sin  qp2  sin  ß2 

oq  =  |  (^V  -  -*V)  -  -  j  [tg  (<p-ß)  +  tg  (9  +  ß)} 
r  sin  2  qp 


2     cos  qp^  cos  pz  —  sm  q>i  sin  pr 
oder  Zähler  und  Nenner  durch  sin  cp~  dividiert: 

,,    ,  sin  ß  cos  ß  cosec  qp2 

jl    Q      f    r !. y 

sin  ß2  —  cos  (32  cot  qp2 

»     /  COt  qp 

o  q  - 


sin  ß2  —  cos  ß2  cot  qp2 
Für  die  kleine  Axe  ist: 

0  m  :  (Xo))((m))  =  0  (((/)):  ((o))((0)) 
oder 

dm     _  ([o))((m))  __  Co)(m) 
o'((0)J      ((o))((0))—(o)(r>)» 
daher 

o'w'     _  o'm'      (()<<>'_       o'm       {(>)(>' (o)(m)     sin(0)q'A' 

o'q    '  ~  (0)o'  '  oq'    '  ~  J(Ö)Jo'  *  V  </   =_  Jö)(0)  '  sin  d  (O)  q 
_  (p)(m )      cosCgp-f-ß) 
(o)[0)     sin  o'(0)q' 

Bekanntlich  bleibt  bei  perspektivischer  Lage  das  Doppelverhältnis 
von  4  Punkten  unverändert.1)     Es  ist  daher 

q  d  .Po   (q)  (0)  m  u  (0) 

qTq  '  P^i~  (2)  (ffi)  "  w(2i)' 


1)  S.  z.  B.  StaucUgl,  Lehrbuch  der  neueren  Geometrie  pag.  15  oder  Clebsch, 
Vorlesungen  über  Geometrie,  herausgegeben  von  Lindemann  I.  pag.  42. 
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wenu  u  der  Schnittpunkt  von  (0)  P'  mit  (q)(ql)  ist;  und  da 
q'o   _  1 .   (q)(gi)  ==  2 

qt'q'         2  '     t»(g,)  ' 


so  folgt 

1     P'o' 

(?) (o)  .  o 

2  '  P'3l' 

w(o) 

oder 

(q)(o) 

P'q,' 

u{o) 

Po 

Hieraus  folgt  noch 

u(o) 

P'o 

(a)(o)+«(o) 

~  P'q^  +  P'o 

oder 

w(o) 

P'o 

(«)(«) 

q{o' 

Da  aber  P'(0)  den  Winkel  q\(0)q'  halbiert,  so  ist 

P'  Q\  '•  P'Q  =  {0)Q\   '•  (0)g'  =  r  sec  (<p  —  ß)  :  —  r  sec  (9)  -f  ß) 

=  cos  (cp  -\-  ß)  -.  —  cos  (cp  —  ß) 
also 

_ y(*V-fV)  _ _t     ( ,  +  «  +  ■»» -ra  _  cot    cotft 

2»  °  -(P'o'  +P'2t'>  COS  (qp  -f-  ß)  -  COS  (qp  —  0)  ^  r' 

demnach 

w(o)  =  (g)w  cot  9?  cot  ß 
(o)(m)  =  j/u(q)2  —  u{öf  =  u{q)]/r—  cot  ^"colTß2 ; 
und  da 

M(#)  =  (0)(q)  sin  q'(0)u  =r  cos  95, 
so  wird 


(o)(?n)  =  r  cos  9)  //l  —  cot  cp'1  cot  /3'~ 
und  hiermit 

0  m'  _  r  cos  qp  Vi  —  cot  qp2  cotTß2     cos  (qp  -f-  ß) 

0  q    '  (0)  ( 0)  Tin  o'(0)Y~' 

Es  ist  aber  im  Dreiecke  (0)  (0)  (g)  : 
(o)(0)  smo'(%'  =  (o)(o)  sin  {o){q)(0)  =  (u(q)  -  11(0))  sin  cp 
=  (q)  u  (1  —  cot  95  cot  ß)  sin  op 
=  r  sin  cp  cos  9)  (1  —  cot  cp  cot  /5) 

r  cos  qp  COS  (qp  -f-  ß) 
sin  ß 

Dies  oben  eingesetzt,  giebt  endlich: 
d  m 


sin/3  /l  —  cot  9)2  cot  jP 

/    ,  r  cot  qp 

0  w  = 


Ksin  ß2  —  cos  (32cot  cp5' 
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2)  Für  die  Parabel  ist  (Fig.  17) 

(P)*t  — 90-  <p  =  /3;  ^(0,)  — fl 
demnach 

^(ö)Zl  =  (ry,)(tf)0P)  -  UM(ÖK  -  ^(W)  -  90°  ~2ß 

A'Zi'  =  r  cot  20 
als  Entfernung  des  Scheitels  der  Parabel  vom  Mittelpunkte  der  Karte. 

Da  ferner 

/>'[0],'  =  [o][0][s]  =  (o)(0)i,  =  z(0){P)  =  ß 
[0]P'  =  (0)P'  =  ^'(ö)  sec  A'(0)P'  =  r  cosec  0, 
so  ist: 

^'  />'  =  r  cot  ß 

p's'  =  [0]/>'tg  i>'[0]s'  =  r  cosec  /3  tg  ß  =  r  sec  ß. 
Aus  der  Gleichung  der  Parabel  folgt  aber  für  y  —  r  cot  ß 
x1  =  2r  tg  /3  (r  cot  0  -  r  cot  2/3)  =  r2  sec  ß2 
also 

x  =  r  sec  /3 

übereinstimmend  mit  obigem  Resultate. 

3)  Für  die  Hyperbel  (Fig.   18)  ist: 
^(ö)  (*)  —  /»  -V 

Äq  =r  tg(/3  —  qp) 
^y  =  r  tg  (0  +  9>) 

^V  =  |  r  [tg  (/J  +  9)  +  tg  {ß  -  <p)]  =  \    cos(ß+7)co8^-  ^ 

r  sin  ß  tos  ß  cosec  qp2 
cos  ß2  cot  qp2  —  sin  {J2 

oY  —  \  r  [tg  (/3  +  g>)  -  tg  (/3  -  tp)}  —  £  cos  (/3 +^%oW~<p) 
r  cot  qp 
cos  ß2  cot  qp2  —  sin  |32 
Zur  Bestimmung  der  imaginären  Halbaxe  hat  man 

gl   =  WM  =K(Q)[sj2-  (0)(rj* 
o'q         [0){r)  (0)(r) 

ferner 

(0)w  =  (0)(#)  Bin(0)(g)u  =  r  sin  <jp; 
(0)(r)  =  (0)w  sec  u{0){r)  ==  r  sin  <jp  sec  /3, 
also 

g'  j         J/r2  _  r2  sin~9Tsec  ßa 
d  g   ~  r  sin  qp  sec  ß 

=  /cosec  (p-  cos  0"-  —  1  =  /cos  ß2  -f-  cos  ß2  cot  9p2  —  1 
==  /cos  ß2  cot  9p2  —  sin  ß2 

und  daher 

r  cot  qp 


0*  = 


^cos  |32cot<p2  —  sinß2 
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Fig.  19. 


Die  Aufgabe:  durch  zwei  durch  ihre  Centralprojektionen  gegebene 
Punkte  das  Bild  des  durch  sie  gehenden  grössten  Kreises  und  ihren 
sphärischen  Abstand  zu  suchen,  lässt  sich  hier  sehr  leicht  lösen.  Sind 
die  beiden  Punkte  (Fig.  19)  31,  N,  deren  Centralprojektionen  31',  N', 
so  braucht  man  nur 
das  Dreieck  M'  N'  0, 
wenn  0  der  Kugel  - 
mittelpunkt  ist,  zu 
construieren  um  den 
Winkel  bei  0  zu  er- 
halten; wir  suchen 
hierzu  die  beiden 
Entfernungen  031 
und  0JV;  legt  man 
durch  den  Karten- 
mittelpunkt Ä  und 
3V     eine     auf    die 

Zeichnungsfläche 

senkrechte  Ebene,  und  legt  das  Dreieck  31'  Ä  0  nach  31' Ä '  (0)  um,  wobei 
Ä{0)  gleich  der  Entfernung  des  Augpunktes  von  der  Karte  ist  (welche 
Grösse  den  Maassstab  der  Karte  bestimmt)  so  ist  (0)M'  —  0  31' \  da 
ferner  alle  von  Ä  gleich  weit  abstehenden  Punkte  von  0  gleiche  Ent- 
fernung haben,  so  ist  ON'  —  ONx,  wenn  Ä N'  —  Ä Nx\  demnach 
ON'  —  {0)N{',  construiert  man  also  über  31' N'  mit  den  Seiten  (0)31' 
und  (0)NX  das  Dreieck  [0]M'  N' ,  so  ist  der  Winkel  M'[0]N'  gleich 
dem  sphärischen  Abstände  der  Punkte  M,  N.  Selbstverständlich  ist 
die  Gerade  31'  N'  selbst  das  Bild  des  die  beiden  Punkte  MN  verbin- 
denden grössten  Kreises.  Eine  andere  fast  ebenso  einfache  Lösung 
ergiebt  sich  aus  dem  Umstände,  dass  M'N'  die  Spur  der  Ebene  31 N  0 
auf  der  Projektionsebene  ist.  Legt  man  daher  das  Dreieck  OM'N' 
um  31' N'  in  die  letztere  nieder,  so  ergiebt  sich  seine  wahre  Grösse. 
Hierzu  hat  man  nur  von  0  ein  Perpendikel  Op  aufi/'iV'  zu  fallen; 
dessen  Orthogonalprojektion  auf  die  Projektionsebene  A'p  ist;  seine 
Länge  findet  man  aus  dem  bei  Ä  rechtwinkligen  Dreiecke  OA'p  gleich 
pq,  wenn  A'q  =  OA',  daher  die  Umlegung  des  Punktes  0  in  [0], 
wenn  [0]p  =  pq,  und  das  umgelegte  Dreieck  in  [0]M'  N'  (natürlich 
identisch  mit  dem  früheren).  Hat  man  eine  grosse  Reihe  von  sphä- 
rischen Distanzen  zu  bestimmen,  so  ist  die  zweite  Methode  noch 
kürzer,  denn  hat  man  mit  dem  Halbmesser  Ä  0  der  Kugel  einen  Kreis 
K  um  Ä  als  Mittelpunkt  beschrieben,  so  wird  die  ganze  Construktion 
in  folgendem  bestehen: 

A'p  ±  M'N' 

A'q   ||    M'N'  bis  zum  Kreise  K 
[0]p  =  pq  und  [0]  mit  M'  und  N'  verbinden. 
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§  17.  18 


Ebenso  einfach  ist  die  Bestimmung  des  sphärischen  Winkels 
zweier  durch  ihre  Centralprojektionen  3IN,  N P  (Fig.  20)  gegebenen 
grössten  Kreise.  Es  kommt  dabei  lediglich  auf  die  Bestimmung  des 
Neigungswinkels  der  beiden  Ebenen  OMN,  ONP,  an-,  hierzu  legt 
man  eine  auf  den  Schnitt  ON  senkrechte  Ebene  E,  deren  Spur  auf 
der  Orthogonalprojektion  AN  von  ON  senkrecht  stehen  muss.     Der 

Einfacheit  halber  werde 
sie  durch  A'  gelegt. 
Schneidet  diese  Spur  die 
Tracen  M  N,  NP  in  m,  p, 
so  wird  der  Schnitt  von 
E  mit  MNO  durch  m,  der 
Schnitt  von  E  mit  N PO 
durch  p  gehen;  sei  R  der 
gemeinschaftliche  Schnitt 
der  drei  Ebenen  E,  MNO, 
NPO,  so  ist  mR  der 
Schnitt  von  E  mit  MNO, 
pR  der  Schnitt  von  E 
mit  NPO,  und  da  E  auf 
RN  senkrecht  steht,  so 
wird  auch  pR  J_  RN, 
?nR_LRN,  und  pRm 
der  Neigungswinkel  der  beiden  Ebenen.  Legt  man  also  das  Dreieck 
pRm  um  pm  in  die  Zeichnungsfläche  um;  so  erhält  man  die  wahre 
Grösse  dieses  Winkels. 

Hierzu  braucht  man  nur  den  Abstand  AR  zu  kennen;  diese  Ge- 
rade liegt  aber  in  der  Ebene  A'ON  senkrecht  auf  ON.  Legt  man 
das  bei  Ä  rechtwinklige  Dreieck  OÄ N  um  AN  in  die  Zeichnungs- 
fläche nach  Ä{0)N  um,  und  fällt  hier  das  Perpendikel  Ä(R),  so  iüt 
dieses  gleich  AR;  und  macht  man  Ä  [K]  —  Ä  (R)  so  ist  m[R]p  der 
Neigungswinkel  der  beiden  Ebenen.  Offenbar  ist  auch  A '  [R)p  =  Ä  Rp 
der  Neigungswinkel  der  durch  PN  und  AN  bestimmten  Ebenen.1) 
18.  Nach  den  Formeln  (13)  und  (14)  hat  man 
Ä',  =  sec  v2;     k2  =  sec  v;     K  =  sec  vz 


Fig.  20. 


-  =  tg  - 


s 

2  ~°   2 

Tafel  2  giebt  die   Werte    von   q  =  r  tg  v   für  r  =  1 ,   und    die 

Werte  von  ki}  Z'2,  K  und  —  von  10°  zu  1.0°.     Man    ersieht  aus  den- 
selben, wie  rasch  die  Vergrösserungen  gegen  den  Rand  zu  wachsen, 


1)  Über  die  graphische  Lösung  anderer  Aufgaben  in  dieser  Projektion  sehe 
man  Thoulet  „Note  sur  les  projections  gnomoniques"  im  „Bull,  de  la  See.  de 
Geographie"  VI  Serie,  Bd.  8,  (1874),  pag.  171  ff. 
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und  wie  bedeutende  Werte  dieselben  in  verhältnismässig  kleinen  Ent- 
fernungen vom  Kartenmittelpunkte  haben.  Da  übrigens  wol  die  Meri- 
diane gerade  Linien,  aber  die  Parallelkreise  mit  Ausnahme  derjenigen  der 
Polarprojektion  keineswegs  einfach  zu  zeichnende  Linien  sind,  folglich 
die  Construktion  der  Netze  nicht  gerade  besonders  einfach  ist,  so 
findet  diese  Projektionsart  auch  nur  eine  ziemlich  beschränkte  Ver- 
wendung. Für  Himmelskarten  würde  sie  jedoch  schon  aus  dem  Grunde 
gut  anwendbar,  weil  ja  die  Himmelskugel  thatsächlich  von  einem  im 
Centrum  der  Kugel  befindlichen  Auge  betrachtet  wird,  daher  die 
Centralprojektion  ein  der  Wahrheit  nahes  Bild  liefert;  allerdings  auch 
nur  für  kleinere  Theile  der  Himmelskugel,  da  das  Auge  nicht  allzu 
grosse  Theile  derselben  auf  einmal  übersieht.  Lambert  hat  sie  übrigens 
als  besonders  brauchbar  zum  Einzeichnen  der  scheinbaren  Kometen- 
bahnen empfohlen;  da  man  nämlich  aus  der  Krümmung  derselben 
(Abweichung  der  scheinbaren  Bahn  vom  grössten  Kreise)  nach  Lam- 
berts berühmtem  Satz  auf  die  Entfernung  des  Kometen  von  der  Sonne 
schliessen  kann,  so  ist  es  vortheilhaft  hierzu  eine  Projektion  zu  wählen, 
in  der  die  grössten  Kreise  sich  als  Gerade  darstellen.1)  Übrigens 
leistete  die  Centralprojektion  gute  Dienste  zu  Zeiten,  wo  man  Stern- 
positionen durch  sogenannte  Alignements  bestimmte,  indem  nämlich 
die  Lage  eines  Gestirnes  so  gut  als  es  eben  gieng  durch  den  Durch- 
schnitt der  Verbindungslinien  zweier  bekannter  (in  der  Karte  ver- 
zeichneter) Sternpaare  oder  durch  die  Verbindung  mit  zwei  bekannten 
Sternen  zu  einem  Dreiecke  bestimmt  wurde.  Natürlich  war  es  nötig, 
wenn  die  Stellung  nicht  durch  Rechnung  bestimmt  werden  sollte,  dass 
die  Verbindungslinien  (grössten  Kreise)  derHimmelskugel  sich  als  Ge- 
rade darstellen. 

Neuerdings  ist  diese  Projektionsmethode,  welche  wol  zu  den 
ältesten  zählen  mag2)  von  M.  Hilleret  (Comptes  Rendus,  Bd.  82, 
pag.  1095)  „Nouveau  Systeme  de  cartes  marines  pour  la  navigation 
par  arc  de  grand  cercle"  als  neu  angegeben  worden.  Die  Aufgabe, 
die  er  sich  stellt,  ist  die  folgende:  Ein  Kartennetz  zu  suchen,  wo  die 
grössten  Kreise  sich  als  Gerade  darstellen, 
und  wo  man  durch  einfache  graphische  Con- 
struktion die  Länge  des  durchlaufenen  Bogens 
und  den  Winkel  des  Weges  mit  dem  Meridian 
erhalten  kann.  Sei  co  (Fig.  21)  die  Neigung  des 
grössten  Kreises  MS  gegen  den  Äquator  PS, 
X{)  die  Länge  des  Schnittpunktes  S,  A  die  Länge 

eines  Punktes  M,    (p  seine  Breite,    so  ist,  wenn  MP  ein  sphärisches 
Perpendikel  auf  PS  ist, 


1)  Lambert  Beiträge  zum  Gebrauche  der  Mathematik  und  deren  Anwendung, 
III.  Bd.,  „Von  der  Beobachtung  und  Berechnung  der  Kometen",  pag.  25-2. 

2)  Siehe  hierüber  die  Bemerkung  §  14. 
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MP  =  cp 

PS=  l  —  A0 

und  man  erhält  aus  dem  sphärischen  Dreiecke  SP 31: 

tg  cp  =  tg  co  sin  (A  —  A0) 
oder 

fe  =  (tg  co  cos  A0)  tg  A  —  sin  A0  tg  co  =  A  tg  A  -f-  B 

wo  y*  und  Z?  Constante  sind.    Soll  in  der  Ebene  die  Gleichung  des  Bildes 

ij  =  ax  -\-  b 

sein,  wenn  a  und  b  ebenfalls  Constante  sind,  so  muss 

»-JB*  |  (a) 

y  =  tg  cp  sec  A> 
sein,  uud  dann  wird 

a  =  A  —  tg  co  cos  A0 

b  =  B  =  —  sin  A0  tg  co 
also  die  Gleichung  des  Bildes  des  grössten  Kreises 
y  =  x  tg  co  cos  A0  —  tg  co  sin  A0. 

Die  Formeln  (a)  sind  nun  genau  die  früher  für  die  centrale 
Äquatorealprojektion  erhaltenen;  es  leuchtet  aber  ein,  dass  dies 
nicht  einmal  die  allgemeinste  Lösung  der  gestellten  Aufgabe  ist,  in- 
dem jede  Centralprojektion  die  Eigenschaft  hat,  dass  die  Bilder  der 
grössten  Kreise  Gerade  sind,  und  dass  nach  den  im  vorigen  Para- 
graphen angegebenen  Construktionsmethoden  die  Bestimmung  der  Ent- 
fernungen und  Winkel  sehr  einfach  ist.1)  Mit  Rücksicht  auf  den  Vor- 
theil  der  Wegersparnis  beim  Fahren  in  dem  grössten  Kreise  als  der 
kürzesten  Linie  gegenüber  demjenigen  in  derLoxodrome  (s.  §  28)  wäre 
es  eine  Frage,  ob  die  Nachtheile  der  allerdings  nur  geringen  Mehr- 
arbeit bei  den  graphischen  Construktionen  in  der  Centralprojektion 
verbunden  mit  der  Variation  des  Schiffskurses  nicht  durch  jenen  Vor- 
theil  aufgewogen  werden.  Doch  soll  auf  diesen  Punkt  hier  nicht 
weiter  eingegangen  werden,  da  die  Entscheidung  hierüber  in  letzter 
Instanz  doch  nur  den  Seeleuten  von  Fach  zusteht. 

Ein  Nachtheil  erfordert  jedoch  einige  Besprechung:  Man  kann 
nicht  die  ganze  Erdoberfläche,  nicht  einmal  die  Hälfte  in  einer  Dar- 
stellung umfassen.  Über  70°,  und  selbst  schon  G0°  werden  die  Ver- 
grösserungen  so  bedeutend,  dass,  wenn  die  Darstellung  der  Karten- 
mitte nicht  so  klein  werden  soll,  dass  sie  unbrauchbar  würde,  eine 
Einzeichnug  jener  Gebiete  wegen  der  unverhältnismässigen  Grösse 
unthunlich  wird.  Entfernungen  über  130  bis  140°  können  dann  nicht 
gemessen  werden.  Hat  man  aber  mehrere  Darstellungen  in  verschie- 
denen Partien,  so  kann  man  sich  zur  Bestimmung  so  grosser  Ent- 
fernungen  leicht    dadurch    helfen,    dass  man    die   Entfernung  eines 


1)  Milleret  giebt  keine  Construktion  für  den  Winkel,  sondern  bestimmt  die 
wahre  Neigung  des  Sckiffscurses  ans  dem  verzeichneten  durch  Hilfscurven. 
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Punktes  vom  Antipodenpunkte  des  anderen  bestimmt  und  dann  das 
iSupplement  zu  180°  nimmt. 

Eine  von  dieser  verschiedene  Frage  ist  aber  die,  wie  man  die 
ganze  Kugel  partienweise  am  praktischsten  darstellen  könne.  Man 
hat  hierzu  mehrfach  Versuche  gemacht,  die  ganze  Kugel  auf  die  Fläche 
eines  umschriebenen  regulären  Polyeders  abzubilden,  und  solche  Dar- 
stellungen wurden  auch  für  die  Erdkugel  in  früherer  Zeit  verwendet. 

1)  Wählt  man  ein  umschriebenes  Tetraeder  und  zwar  so,  dass 
eine  Seitenfläche  desselben  die  Kugel  im  Pole  berührt,  so  erhält 
man  eine  Polarprojektion  und  drei  Horizontalprojektionen,  für  welche 
die  Mittelpunkte  der  Darstellungen  auf  einem  Parallelkreise  gleich- 
weit von  einander  je  um  120°  Längenunterschied  von  einander  ab- 
stehen; die  Breite  dieses  Parallels  ist  +  19°  28'  16'-'4,  je  nach- 
dem das  Tetraeder  im  Süd-  oder  Nordpole  berührt.  Dieses  er- 
giebt  sich  aus  der  Überlegung,  dass  die  Perpendikel,  welche  man  aus 
dem  Centrum  der  Kugel  auf  zwei  Tetraederflächen  fällt,  einen  Winkel 
einschliessen,  der  gleich  ist  dem  Supplemente  des  Neigungswinkels 
der  beiden  Tetraederflächen.  Stossen  allgemein  n  ?n-ecke  bei  irgend 
einem  regulären  Polyeder  zusammen,  und  schneidet  man  diese  Ecke 
durch  eine  Hilfskugel,  so  entsteht  auf  dieser  ein  reguläres  sphärisches 
w-eck  dessen  Seiten   gleich   sind  den  Winkeln  der  das  Polyeder  be- 

2  7t 

grenzenden  w-ecke ,  also  s  —  % ;  da  der  Centriwinkel  des  sphä- 

rischen  regelmässigen  n-eckes  ß  =  —  ist,  so  ist  der  Neigungwinkels 
W  der  Seiten  des  regulären  Polyeders  gegeben  durch 

7t 
„,  COS  — 

W  n 

sm         = . 

J  .        7t 

sin  — 
m 

Für   das  Tetraeder   ist  m  —  n  —  3   daher  sin  —  =  cot  60° 
^=70°  31' 43  "6, 
demzufolge  der  sphärische  Abstand  je   zweier   der  vier  Kartenmittel- 
punkte 109°  28' 16'-'4,   und  da  einer   in  den  Pol  fällt,   so  ist  dies  die 
Poldistanz  der  drei  anderen. 

2.  Projiciert  man  die  Kugel  auf  einen  umschriebenen  Würfel,') 
so  ist  n  =  o,  m  =  4,  W  =  90°.  Legt  man  den  Würfel  so,  dass 
zwei  Seitenflächen  in  den  Polen  berühren,  so  erhält  man  zwei 
Polar-  und  vier  Äquatorealprojektionen ,  deren  Mittelpunkte  um  je  90° 

1)  Thoulet  (Note  sur  la  projection  gnonionique  im  Bulletin  de  la  sociöte  de 
Geographie  de  Paris  1874.  VI.  Serie.  Bd.  8)  wählt  den  Würfel  so,  dass  eine 
Seitenfläche  die  Erde  im  Pole  berührt  —  Nach  Gretschel  (Lehrbuch  der  Land- 
kartenprojektionen pag.  59)  hat  der  Jesuit  Paradies  in  seiner  1674  in  Paris  ver- 
öffentlichten „Glöbi  coelestis  in  tabulas  planus  redacti  descriptio"  den  ganzen 
Himmel  auf  die  6  Seiten  eines  Würfels  abgebildet. 
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Länge  von  einander  abstehen.  Wählt  man  den  Würfel  so,  dass  die 
Projektionen  der  Pole  in  zwei  Ecken  fallen,  so  werden  sechs  Horizontal- 
projektionen entstehen,  deren  Mittelpunkte  zu  je  dreien  auf  zwei 
Parallelkreisen  liegen,  deren  Breite  +35°  15 '51 ''8  ist1);  auf  jedem 
der  letzteren  stehen  die  drei  darauf  liegenden  Mittelpunkte  um  1"20° 
Länge  ab,  so  aber,  dass  sie  gegeneinander  um  60°  Länge  verschoben 
sind.  Es  sind  also  die  sphärischen  Coordinaten  der  Mittelpunkte 
0°,  -f  |8;  60°,  —  ß-    120°,  +  ß;    180°,  —  ß-   240°,  +  /3;   300°,  —  ß. 

Seien  nämlich  A,  B,  (Fig.  22)  zwei  angren- 
zende Kartenmittelpunkte,  P  der  Pol,  so  muss 
AB  =  90°  sein,  weil  A,  B  die  Fusspunkte 
der  vom  Mittelpunkte  der  Kugel  auf  die 
Würfelflächen  gefällten  Perpendikel  sind;  es 
ist  APB  =  60°  und  AP=90°  —  x;  BP 
=  90°  -f-  x  demnach 

cos  AB  =  0  =  —  sin  x-  -f-  cos  xl  cos  60° 

daher 

tg  x  =  £  j/2  j  x  =  35°  15'  51''8. 

üeiPabc  (Fig. 23)  die  eine  Würfelseite,  in  deren  Mittelpunkt  M  die  Kugel 
berührend  gedachtwird;  ihrRadius  ist  natürlich  gleich  der  halben  Würfel- 
seite. Legt  man  den  Meridian,  dessen  Bild  Pb  ist,  um  Pb  in  dieZeichnungs- 
fläche,  so  kommt  der  Kugelmittelpunkt  nach  C\  K\s\>  der  umgelegte  Me- 
ridian, (P)  der  umgelegte  Pol ;  QCder  umgelegte  Schnitt  des  Äquators 
mit  der  Meridianebeue,  AB  das  Bild  des  Äquators,  wenn  AB  in  dem 
Durchschnittspunkte  von  CQ  mit  Pb  auf  letzterer  Geraden  senkrecht 
errichtet  wird.  Die  Oonstruktion  wird,  wie  in  §  17  erläutert  ist, 
durchgeführt;  die  Meridiane  durch  Umlegung  der  Aquatorebene  um 
AB,  die  Parallelkreise  durch  Bestimmung  der  Axen;  für  diese  kann 
man  aber  hier  ausserdem  die  in  Pa,  Pb ,  Pc  liegenden  Punkte  be- 
stimmen. Ist  QCm  =  (p ,  so  bestimmt  Cm  den  auf  Pb  liegenden 
Punkt  m '.  Um  den  auf  Pc  liegenden  Punkt  zu  bestimmen,  legen 
wir  das  Dreieck  POc  (wenn  0  der  im  Räume  gedachte  Kugelmittel- 
punkt ist)  um;  es  ist  aber  0 P  =  Oc  =  CP\  macht  man  daher  P[0] 
=  c  [0]  =  PC,  und  zieht  aus  dem  Mittelpunkte  [0]  mit  dem  Kugel- 
halbmesser den  Kreis  k ,  so  ist  dieser  die  Umlegung  des  in  der  Ebene 
OPc  liegenden  Meridians,  dessen  Bild  Pc  ist;  [0~\  [P]  die  Umlegung 
der  Polaraxe,  und  daher,  wenn  [/>]  [0]  n  =  90  —  gp,  der  Schnittpunkt 
n'  von  [0]n  und  Pc  der  auf  Pc  liegende  Punkt  des  Parallels  von 
der  Breite  qp.     Das  Netz  wird  durch  Fig.  23  veranschaulicht. 


1)  Statt  dessen  erhält  Gretschel  (1.  c.  p.  60)  45°,  was  unrichtig  ist;  denn 
in  der  angenommenen  Stellung  des  Würfels  kömmt  seine  Lage  gleichsam  einem 
rechtwinkligen  Rhomboeder  gleich. 
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3.    Für    das    Oktaeder1)    ist    n  =  4,    m  =  3;    sin  —  =  7/— ; 

W  =  109°  28'  16'-'4,  daher  der  sphärische  Abstand  der  Fusspunkte 
der  Perpendikel  auf  der  Kugel  70°  31'  43"6.  Legt  man  daher  das 
Oktaeder  so,  dass  die  Projektion  der  Pole  in  zwei  Ecken  fallen,  so  ent- 
stehen acht  Horizontalprojektionen,  deren  Mittelpunkte  zu  je  vier  auf 
zwei  Parallelkreise  fallen,  deren  Breite  +  35°  15' 51" 8  ist.  Je  ein 
Mittelpunkt  auf  der  nördlichen  und  auf  der  südlichen  Halbkugel  fallen 
auf  denselben  Meridian,  und  die  vier  Meridiane  der  Kartenmittelpunkte 
stehen  um  je  90°  von  einander  ab. 


Fig.  23. 


4.  Für  das  Dodekaeder2)  ist  n  =  3,  m  =  5;  W=  116° 33' 54-' 2, 
daher  die  Abstände  der  Kartenmittelpunkte  63°26'5''8.  Legt  man 
daher  das  Dodekaeder  so,  dass  zwei  Flächen  die  Kugel  in  den  Polen 
berühren,  so  erhält  man  zwei  Polarprojektionen  und  zehn  Horizontal- 

1)  Gewählt  von  B.  de  Chancourtois.  S.  dessen  Carte  du  Grlobe  en  pro- 
tection gnomonique  avec  le  reseau  pentagonal  superpose  im  Bulletin  de  la 
Societe  de  Geographie  de  Paris  1874.    VI  Serie  Bd.  7. 

2)  Die  Rechnungen,  welche  Elie  de  Beaumont  über  die  Richtung  der  Ge- 
birgszüge in  Europa  durchgeführt  hat,  führen  ihn  zu  dem  Resultate,  dass  die- 
selben die  Hauptrichtungen  eines  der  Erde  umschriebenen  regulären  Dodekaeders 
sind,  für  welches  der  Mittelpunkt  der  einen  Seite  50°  46'  3"  nördliche  Breite, 
8°53'3l"  östliche  Länge  von  Paris,  und  das  Azimut  der  Richtung  gegen  eine 
Ecke  des  Dodekaeders  13°  9'  41"  von  Nord  nach  West  ist,  woraus  sich  die 
ganze  Orientierung    des  Netzes  ergiebt.    (s.  C.  R.  Bd.  33  pag.  131). 
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Projektionen;  für  letztere  liegen  die  Mittelpunkte  alternierend  in  zwei 
Parallelkreisen,  deren  Poldistanzen  63°  26 '5'-' 8  sind,  deren  Breiten 
demnach  +  26°  33 '54'-' 2  sind.  Die  Längendifferenz  der  auf  dem- 
selben Parallelkreis  liegenden  Mittelpunkte  beträgt  72°  und  die  auf 
den  beiden  Parallelkreisen  liegenden  sind  um  je  36°  in  Länge  gegen 
einander  verschoben. 

5.  Für  das  Ikosaeder  ist  n  =  5,  m  =  3,  W  =  138°  1 1'  22'-  8, 
daher  der  Abstand  der  Kartenmittelpunkte  auf  der  Kugel  4l°48'37"2. 
Legt  man  das  Ikosaeder  so,  dass  die  Pole  sich  in  zwei  Ecken  hinein- 
projicieren,  so  entstehen  zwanzig  Horizontalprojektionen,  für  welche  die 
Kartenmittelpunkte  zu  je  fünf  in  vier  Parallelkreisen  liegen.  Für  den 
mittleren  ist  (s.  Fig.  22),  AB  =  41°48'37"2,  ^^  =  36°,  daher, 
wenn  wieder  AP  =90  —  x,  B P  =  90  -j-  x  gesetzt  wird: 

cos  AB  =  —  sin  x2  -f-  cos  x2  cos  APB } 

woraus 

2_     cos  APB  —  cos  AB 
sin  x   —        i  +  cos^p^        ' 

also  x  =  +  10°  48' 44'-' 4  folgt.  Die  beiden  anderen  stehen  von 
diesen  um  die  Entfernung  AC  =  41°  48' 37'-' 2  gegen  die  Pole  zu 
ab,  haben  also  die  Breite  +  52°  37 '21''  6.  Die  auf  derselben  Hemi- 
sphäre gelegenen  zehn  Kartenmittelpunkte  liegen  zu  je  zweien  auf  dem- 
selben Meridian.  Die  fünf  Meridiane  der  Kartenmittelpunkte  haben  eine 
Längendifferenz  von  je  72°,  die  Kartenmittelpunkte  der  beiden  Hemi- 
sphären sind  um  36°  in  Länge  gegen  einander  verschoben. 

4.  Externe  Projektionen. 
19.  Für  diese  gelten  die  Gleichungen  I,  II,  III,  III'.  Obzwar 
nun  im  allgemeinen  diese  Projektionen  noch  weniger  für  die  An- 
wendung geeignet  sind,  wie  die  bisher  betrachteten,  einfacheren,  so 
kommen  doch  gewisse  Spezialisierungen  dieser  Projektionen  vor,  welche 
namentlich  mit  Rücksicht  auf  Vergrösserung  und  Verzerrung  den  be- 
reits behandelten  vorzuziehen  sind. 

Um  die  Gleichungen  der  Meridiane  zu  erhalten ,  schreiben  wir 
die  Gleichungen  für  die  rechtwinkligen  Coordinaten: 

rx  sin  ß  sin  qp  -f-  (rx  cos  ß  cos  X  —  Dr  sin  X)  cos  qp  =  —  ax      (m) 
(rysin/3— Z>rcos/3)sin<jp-{-(r//cos  /3cosA-j-/?rsin/3cosA)  cos(p  =  —  ay  (n) 
Multipliciert    man    (m)    mit   -f-  {ry  sin  ß  —  Dr  cos  /3);     (n)    mit 
—  rx  sin  ß  und  addiert,  so  ergiebt  sich 

\  Dr  cos  ß  sin  k  —  ry  sin  ß  sin  X  —  rx  cos  A)  cos  cp  =  ax  cos  ß. 
Multipliciert   man  (m)  mit   —  {ry  cos  ß  cos  X  -f-  Dr  sin  ß  cos  X); 
(n)  mit  -f-  (rx  cos  ß  cos  X  —  Dr  sin  X)  und  addiert,  so  findet  man 
{Dr  cos  ß  sin  X  —  ry  sin  ß  sin  X  —  rx  cos  A)  sin  cp 
=  ax  sin  ß  cos  X  -f-  ay  sin  X. 
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Quadriert  und  addiert  man  die  erhaltenen  Gleichungen  für  cos  cp 
und  sin  cp ,  und  ordnet,  so  folgt 

x2  (a2  cos  ß2  +  <?  sin  ßi1  cos  A2  —  r2  cos  A2) 

-f-  y2  («2  sin  A2  —  r2  sin  A2  sin  j82)  -J-  2  xy  sinß  sin  A  cos  l(a2  —  r2) 

-f-  2  r22?#  cos  /3  sin  A  cos  A  -f-  2r2Dy  sin  /3  cos  /3  sin  A2 

=  2>2r2  cos  |32  sin  A2, 

als  Gleichung  der  Meridiane. 

Zur  Elimination  von  A  erhält  man  aus  der  Gleichung  für  y: 

.  Dr  cos  ß  sin  m  —  ay  —  ry  sin  ß  sin  cp 

r  cos  cp  cos  A  =  —      —     -n  •    o  ■  t> — - —  ; 

~  x>  sin  ß  -j-  y  C09  P 

dies  in  die  Gleichung  für  x  eingesetzt,  giebt 

,  ax  sin  ß  +  rx  sin  cp 

r  cos  cp  sin  A  =     ~    .    "l-, ~-  • 

^  JD  sin  ß  +  V  cos  (3 

Quadriert  und  addiert  man,  so  findet  sich 
x2  (a  sin  ß  -f-  r  sin  o?)2  -j-  y2  [(a2  —  r2)  cos  ß2  -f-  («  sin  /3  -f-  r  sin  <p)2] 
—  2  Dr  cos  ß  [«  sin  cp  -\-  r  sin  /3]  y  (18) 

=  D2r2  (cos  <p2  sin  ß2  —  sin  cp2  cos  ß2) 
als  Gleichung  der  Parallelkreise.  Man  könnte  die  Gleichungen  (17) 
und  (18)  auch  wieder  auf  die  gewöhnliche  Form  der  Kegelschnitts- 
gleichungen bringen  ]),  allein  es  hätte  dies  keinen  besonderen  Zweck. 
Für  die  Zeichnung  des  Netzes  wird  es  ohnehin  besser,  direkt  die 
Lehren  der  darstellenden  Geometrie  zu  Hilfe  zu  ziehen. 

a)    Für    eine   Polarprojektion    wird    ß  =  90°;    daher    gehen    die 
Gleichungen  (17),  (18)  über  in 

x2  (a2  —  r2)  cos  A2-f-y2  (#2  —  r2)  sin  X2-\-2xy  sin  A  cos  A  («2- — r2)=0, 

oder 

(x  cos  A  -f-  y  sin  A)2  =  0, 


1)  Für  die  Meridiane  hätte  man  eine  Verschiebung  und  Drehung  der  Co- 
ordinatenaxen  vorzunehmen.  Für  die  Parallelkreise  wird  es  einfacher.  Man  hat 
für  dieselben  zunächst : 

(a  sin  ß  -f-  r  siu  cpf  x2  -f-  \V(a2  —  rl)  cos  ß2  -f-  (a  sin  ß  +  r  sin  cp)2  y 

Dr  cos  ß  (a  sin  cp  -f-  r  sin  ß) 
V(a*  —  r2)  cos  ß2-\-(a  sin  ß  +  r  sin  cp)2 

™   o(  cos  ß2  (a  sin  cp  +  r  sin  ß)2  „    .    M        .       „  i 

=  -D2  ?'2  I  t"! »i         gl    i    /     •     n    i        • «  +  cos  9>2  S1D  P2  —  sm  <P  cos  ß 

{  (a2  —  r2)  cos  ß2  -f-  (a  sm  ß  -j-  r  sin  cp)2    '  ^         i*  ^  r  j 

D2r2  cos  cp2  (a  sin  ß  +  »'  sin  cp)2 
=    (o2  —  r2)  cos  ß2  -f  (a  sin  ß  -f  r  sin  cp)2  '. 

folglich  die  Gleichung: 

_  i)rcosß(asincp-|-?,smß)  / 

y      (az _  r2) cosßg _j:7a Sinj3_{_r sin^cpl2 * 


D2r2  cos  cp2  ö2r2cos<p2(asinß-(-rsincp)2 

(a2  —  r2)  co s  ß2  -f-  (a sm  ß  +  rsincp)2  \ (a2 — r*)  cos  ß2  +  («  sin  ß  +  r  sin  cp)2]2 

Her?;,  Landkartenprojektionen.  5 
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also 


y  =  —  x  cot  A 


(-« 


Dr  cos  gj 


)• 


+ 


=  1. 
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(17  a) 
(18a) 


/    Dr  cos  cp    V 
-f-  r  sin  g?  /  \a-j-r  sin  qp  / 

#)  Für  eine  Aquatorealprojektion  ist  ß  =  0,  daher  die  Gleichung 


der  Meridiane: 

x2  (a2  —  r2  cos  A2)  -f-  «2  y2  sin  A2  -{-  2  r2  D  x  sin  A  cos  A 

und  diejenige  der  Parallelkreise 

(aDr  sin  qp 


Z?2r2sinA2   (17  b) 


Diri  cosqp2 


+ 


r2  cos 


<p2/ 


D2r4  cos  qp2  sin  qp2 


=  1. 


(18b) 


ft2  —  r2  COg  gj2  (a2  —  r2  CQS  gj2j2 

«)  Um  das  Netz  für  die  Polarprojektion  zu  construieren,  denken  wir 
uns  wieder  die  Ebene  des  ersten  Meridians  um  ihren  Schnitt  mit  der  Pro- 
jektionsebene in  diese  umgelegt.  Ist  Ä  (Fig.  24)  der  Kartenmittelpunkt, 


Fig.  24. 


Ä ' y  der  erste  Meridian,  so  ist  für  eine  Polarprojektion  Ä  das  Bild  des 
Poles.  Denkt  man  sich  die  Projektionsebene  als  berührende  Ebene,  so 
wird  bei  der  Umlegung  irgend  ein  Meridian,  z.  B.  der  erste,  in  die  Lage 
{K)  kommen,  das  Auge  nach  (0),  und  wenn  A'(C)(M)  =  90  —  q>, 
so  giebt  der  Projektionsstrahl  (0)(M),  bis  M'  verlängert,  den  Halb- 
messer A'  M'  des  Kartenparallels.  Die  Meridiane  sind ,  wie  bei  allen 
Polarprojektionen  Gerade,  die  untereinander  die  durch  die  Längen- 
differenz derselben  angegebenen  Winkel  einschliessen.  In  Fig.  24 
ist  ein  Quadrant  einer  solchen  Projektion  gezeichnet.    Man  sieht  schon 
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aus  der  Figur,  dass  in  derselben  die  Entfernungen  der  Parallelkreise 
untereinander  bis  gegen  den  Kartenrand  zu,  der  durch  die  Tangente 
von  (0)  an  (K)  bestimmt  ist,  ziemlich  gleich  bleiben,  weshalb  diese 
Projektionen  bei  günstiger  Wahl  des  Projektionscentrums  recht  gute 


Bilder  geben. 


-•">-%*  roj 


Fig.  25. 


b)  Sei  für  eine  Äquatorealprojektion  Ä  (Fig.  25)  die  Karten- 
mitte, A ' y  der  erste  Meridian.  Legt  man  dessen  Ebene  sammt  dem 
in  der  Aqnatorebene  befindlichen  Projektionscentrum  um,  so  kömmt 
derselbe  nach  K ,  das  Auge  nach  (0);  (0)(p),  (0)  (q)  sind  Pro- 
jektioiisstrahlen  für  zwei  im  Meridian  befindliche  Punkte  eines  Parallels; 
deren  Schnittpunkte  p,  q'  mit  A'ij  geben  die  kleine  Axe  seines  Bildes; 
o'  ist  dessen  Mittelpunkt,  wenn  p' o'  =  q  o'  und  (o)  der  Punkt,  dessen 

5* 
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Bild  o  ist;  die  Lauge  der  in  diesem  Punkte  senkrecht  auf  (p)  (q) 
errichteten  Ordinate  des  Parallelkreises  ist  (o)(r).  Legt  man  daher 
Oor  um  die  Trace  o'r  in  die  Zeichnungsfläche,  so  dass  o'[0]  =  o  (0); 
o  \ö\  =  o'(o),  und  macht  man  [o]  [r]  =  (o)  (r),  so  bestimmt  der  Projektions- 
strahl [0]  [r]  den  Endpunkt  r  der  zweiten  Axe.  Der  Contourkreis  der 
Projektion  ist  der  Schnitt  des  die  Kugel  umhüllenden  Kegels,  dessen 
Spitze  0  ist;  die  Berührungslinie  mit  der  Kugel  ist  daher  ein  kleiner  Kreis, 
dessen  Orthogonalprojektion  auf  die  Ebene  des  ersten  Meridians  (in  der 
Umlegung)  ab  ist;  m  ist  die  Orthogonalprojektion  des  Schnittpunktes 
des  Parallelkreises  pq  mit  ab,  auf  dieselbe  Ebene,  daher  ms  die  per- 
spektivische Projektion  der  Sehne  ms,  wenn  m  die  perspektivische 
Projektion  von  m,  und  m's  JLA'y  ist;  der  Schnittpunkt  s  von  ms  mit 
dem  Contourkreise  ist  daher  der  Berührungspunkt  des  Parallelst' rV#' 
mit  demselben.  Natürlich  wird  nur  der  Theil  j/rV  desselben  gezeichnet, 
da  der  andere  auf  dem  vorderen,  nicht  abgebildeten  Theile  der  Kugel 
liegt.  Für  die  Zeichnung  der  Meridiane  nehmen  wir  eine  Ortho- 
gonalprojektion der  Kugel  auf  die  Äquatorebene,  die  wir  dann  in  die 
Zeichnungsfläche  umlegen,  zu  Hilfe.  Ä  cd  ist  die  Orthogonalprojek- 
tion der  Kugel,  gleichzeitig  der  Äquator,  0"  der  Ort  des  Auges.  Ist 
0" d  eine  Tangente  an  Äcd,  so  ist  cd  derjenige  kleine  Kreis  der 
Kugel,  dessen  Projektion  den  Contourkreis  der  Projektion  giebt.  Die 
Orthogonalprojektion  eines  Meridians  sei  u" ' v" ';  0"u",  0" v"  sind 
die  in  der  Aquatorebene  liegenden  Projektionsstrahlen,  welche  die 
eine  Axe  uv  der  Projektion  des  Meridians  bestimmen;  die  andere 
ist  im  Halbierungspunkte  w  von  uv  senkrecht  auf  uv.  wz  ist  die  per- 
spektivische Projektion  der  in  w"  auf  die  Äquatorebene  senkrechten 
Ordinate,  deren  Länge  w"(z)  ist.  Die  Umlegung  des  Dreieckes  0"  w" z 
giebt,  wenn  w"\z\  =  w"  (z)  gemacht  wird,  den  umgelegten  Projektions- 
strahl 0"[z],  also  die  Länge  von  wz'  —  w[z'].  Die  in  t"  auf  die 
Aquatorebene  errichtete  Senkrechte  ist  der  Schnitt  der  Meridianebene 
uv  und  der  Ebene  cd\  deren  perspektivische  Projektion  t' n  bestimmt 
den  Punkt  «',  in  welchem  die  Meridianellipse  der  Karte  den  Contour- 
kreis derselben  berührt.  Natürlich  wird  wieder  nur  der  Theil  vn  oder 
uz  n   gezeichnet. 

Fig.  25  giebt  einen  Quadranten  des  Netzes;  die  rechts  vom  Meridian 
und  unterhalb  des  Äquators  liegenden  Theile  sind  dem  gezeichneten 
Quadranten  völlig  symmetrisch. 

c)  Horizontalprojektion.  Die  Construktion  der  Parallelkreise  ist 
genau  so,  wie  im  früheren  Falle,  und  dient  auch  für  Fig.  26,  in  welcher 
die  Buchstaben  dieselbe  Bedeutung  haben  wie  in  Fig.  25,  die  Erklärung 
in  b).     (In  Fig.  26  ist  die  Construktion  des  Äquators  durchgeführt). 

Die  Construktion  der  Meridiane  ist  hier  nicht  so  einfach. 

Wir  bemerken  zuerst,  dass,  wenn  ein  schiefer  Kreiskegel  durch 
eine  Ebene  geschnitten  wird,  der  Schnitt  ein  Kegelschnitt  sein  wird, 
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dessen  Axen  parallel  beziehungsweise  senkrecht  zur  Trace  der  schnei- 
denden Ebene  auf  der  Ebene  des  Basiskreises  sein  werden.  Da  nun  das 
Bild  des  Meridians  von  der  Länge  A  der  Schnitt  des  projicierenden 
schiefen  Kreiskegels  mit  der  Projektionsebene  ist,  so  haben  wir,  um  die 
Axen  des  letzteren  zu  finden,  die  Trace  der  Projektionsebene  auf  der 
Meridianebene,  oder,  was  dasselbe  ist,  letztere  auf  der  ersteren  zu  be- 
stimmen.   Indem  alle  Meridianebenen  durch  die  Polaraxe  der  Erdkugel 


Fig.  26. 

gehen,  gehen  alle  die  zu  bestimmenden  Tracen  durch  den  Durchstoss- 
punkt  der  letzteren  mit  der  Projektionsebene,  welcher  in  dem  Schnitte 
D  von  PP'  mit  Äy  liegt. 

Legt  man  durch  das  Auge  eine  auf  die  Polaraxe  senkrechte 
Ebene  E,  deren  Schnitt  mit  der  Ebene  des  ersten  Meridians  in  der 
Umlegung  OX  ist,1)  so  ist  XX'  deren  Trace;   dreht  man  die  Ebene 

1)  Dass  D  und  X  in  den  Contourkreis  fallen,  und  0  X  durch  P'  geht,  ist  rein 
zufällig,  und  durch  die  spezielle  Annahme  der  Figur  bedingt. 
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E  um  XX'  in  die  Projektionsebene,  so  kömmt  der  derPolaraxe  PI*' 
angehörige  Punkt  (hier  P'  selbst)  nach  PQ.  P0y  ist  die  Umlegung 
des  Schnittes  der  Ebene  des  ersten  Meridians  und  der  Ebene  E.  Macht 
man  yP0M0  =  k,  so  ist  M0P0  der  Schnitt  der  Ebene  des  Meridians 
von  der  Länge  l  auf  der  Ebene  E\  die  Verlängerung  von  M0P0  trifft 
XX'  in  einem  Punkte  d,  der  der  Ebene  E,  der  Ebene  des  Meridians 
von  der  Länge  A,  und  der  Projektionsebene  angehört;  daher  ist  Dd 
die  Trace  der  Ebene  des  fraglichen  Meridians  auf  der  Projektions- 
ebene. 

Die  eine  Axe  hat  nun  die  Richtung  Äa  senkrecht  aufZ)</;  legt 
man  durch  0,  Ä,  a  eine  Ebene,  und  legt  diese  um  Ä a  in  die  Zeich- 
nungsfläche ,  so  kömmt  der  Schnitt  der  Meridianebene  mit  dieser 
Ebene  nach  a(C),  wenn  A'(C)J_A'a  und  A'(C)  gleich  dem  Kugel- 
radius ist.  Macht  mau  dann  (C)  ß  —  (C)y  gleich  dem  Kugel- 
radius, so  sind  ßy  die  Umlegungen  der  in  der  Ebene  ÄOa  ge- 
legenen Punkte  des  Meridians;  die  Umlegung  des  Auges  kömmt  nach 
O0,  wenn  A' 00  =  A'(0)\  die  Projektionsstrahlen  0Qß,  O^y  bestimmen 
auf^'a  die  Endpunkte  mlf  nt  der  einen  Axe.  Der  Halbierungspunkt 
z  von  mln1  ist  der  Mittelpunkt,  die  durch  z  zu  Dd  parallel  ge- 
zogene Gerade  die  Richtung  der  zweiten  Axe  der  Ellipse,  z  ist 
aber  die  Projektion  des  im  Durchmesser  ßy  gelegenen  Punktes  z0, 
die  zweite  Axe  daher  die  Projektion  der  in  zü  auf  ßy  senkrechten 
Ordinate,  deren  Länge  z0(z0')  ist:  um  die  Endpunkte  der  zweiten  Axe 
zu  finden,  legen  wir  endlich  das  Dreieck  Ozz  um  zz  in  die  Zeich- 
nungsfläche; es  kömmt  0  nach  ö, ,  z  nach  zl  wenn  0,  z  =  00z; 
ztz  =  zQz.  Macht  man  noch  zlzl'J_.z01  und  gleich  z0(z0'),  so  ist 
0lzi'  der  umgelegte  Projektionsstrahl,  und  zz    die  zweite  Halbaxe. 

In  der  externen  Projektion  kann  man  mehr  als  die  Hälfte  der 
Kugel  zeichnen.  Die  Begrenzung  des  dargestellten  Kugeltheiles  ist 
der  Berührungskreis  des  durch  das  Projektionscentrum  gelegten  Tan- 
gentenkegels.    Für    eine   Polarprojektion  wird  dies  ein  Parallelkreis, 

dessen  Breite  bestimmt  ist  durch  sin  cp  = .    Nennt  man  das  Ver- 

hältnis    —  =  x,    so    werden  die  Ausdrücke    für    den  Halbmesser    des 
r 

Kartenparalleles 


e  =  - 


Dr  sin  v  D  sin  v 


a  -f-  r  cos  v  x  +  cos  v 
für  die  Vergrösserungen 

,  I)       1  -{-  X  COS  V  #  ,         _  I) 

l'         r     (x  4-  cos  w)2'  2         r 


r     {x  -f-  cos  w)2'  -         r     x  -f-  cos  v 

.     ä        x—l.v2 
Sm2S=F+TtS2 


oder 
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1  +  x  cos  v  -j-  x2  —  x1  .      |  (x2  —  1 ) 


K  t     Ao  i  "  O        1   X 


''  2  a;  -f-  cos  v  2    i  a:  -f-  cos 

=  k2[x  -^k2(x2-  1)] 

Da  die  relativen  Verhältnisse  ungeändert  bleiben,  wenn  man  D 
verändert,  dabei  aber  a  constant  lässt,  so  kann  man  D  =  a  -\-  r  setzen, 
und  hat 

—  =  (1  4-  #)  ,     o  =  r  - — V^ ,        k.}  =  — ~ 

r  v.      i       y  7      s  x  _j_  cos  v     i  i         x  _j_  cos  v 


oder 

K(\  ^^ i — h  *  ====  K*\    Cü  —  (  0C  —  i.  )  a  «  [ 

(19) 


§  X  1  1)  2 

Q=k2rsmv         sin  -  =  ^^  tg  - 

Für  den  äussersten  Parallel  (oder  bei  einer  Horizontalprojektion 

für  die  äussersten  Punkte  der  Karte)  ist 

l 
sm  <p  =  cos  v  = , 

daher 

,  1  -f  X  X  (1  +  x)  X  ■  -./  .  1  1  -,/    9  -. 

k?  =  — — r  =      ,     -r1  — 7  ,      sm  v  =  y   1 -  =  -  7/  x1  —  1  , 

1                1  x2  —  1         x  —  1 '  r  x2        x  Y  ' 

x 

X 

folglich 

1  '         C\        1  '  x  i  1  /#  +i  l 

A==  U :     a",  = = 5 ;  n  =  1/  — ■— -  •  r  —  r  tg  -  v 

1  '       2        a;  —  1        „        w2'  ^         r    x—1  ö2 

2  cos  — 

sin  |=1;    |  =  90o. 

Tafel  4  giebt  die  Werte  von  q,  kv  k2,  IC  und  -   von   10°  zu    10° 

Entfernung  vom  Kartenmittelpunkte  (Poldistanz  für  Polarprojektionen) 
für  x  =  1.0  bis  x  =  2.6  und  die  für  die  äussersten  Kartenpunkte 
geltenden  Werte  k2'  und  q'. 

20.  a)  De  la  Hire  (Construction  d'un  nouvel  astrolabe  universel, 
Histoire  de  l'Academie  1701,  Paris  1704,  Memoiren,  pag.  257)  wählt 
das  Projektionscentrum  so,  dass  das  Bild  des  Halbierungspunktes  eines 
vom  Mittelpunkte  der  darzustellenden  Fläche  gemessenen  Bogens  von 
90°  auch  das  Bild  des  Bogens  halbiert. 

Sei  in  Fig.  1 :     v1  =  45°,  v2  =  90°,  so  wird  hiefür : 
Dr  sin  45°    .  ^  Dr 

^x         a  -f-  r  cos  45° '    ^2  —  "    a 

Daher  nach  obiger  Bedingung 

Dr 2Dr  sin  45° 

a         a  -f-  r  cos  45° 
und  da 


sm 


45°  =  cos  45°  =  1  yz  , 


72  §  20 

so  wird 

l  =        V2 

a      "        .     r7/— 
a+-2V2 

woraus 

^  =  14-1/2  =  1-7071068. 

Das  Vergrösserimgsverhältnis  ist  in  radialer  Richtung 

,    i    a 

_.  1  -\ COS  V 

z    _  V  r 

A<—   r      (a   .  V 

(,7+cosvJ 

Dasselbe  ist  daher  im  Mittelpunkte  der  Karte 

km  =  _^- 

1  a  -f-  r 

und  am  Rande  (im  Abstände  90°  von  der  Mitte) 

h  (90)  =  El. 
1  a2 

Macht  man  D  =  a  -f-  r,  so  wird  die  Vergrößerung  im  Mittel- 
punkte der  Karte  1;  dies  ist  auch  an  und  für  sich  klar,  denn  die 
Projektionsebene  ist  dann  tangierende  Ebene  im  Mittelpuukte  der 
Karte  ;  die  Umgebung  dieses  Punktes  erscheint  also  in  wahrer  Grösse. 
Mit  einer  Verschiebung  der  Projektionsebene  wird  aber  das  relative 
Verhältnis  der  Kartentheile  nicht  geändert,  und  man  kann  kx°  gleich 

der  Einheit,  also  ^-5  als  Vergrösserungszahl  ansehen,  was  aber  darauf 

hinauskömmt,  D  =  a  -j-  r  zu  setzen ;  dann  ist : 


*.  «-(1  +  7)7* 


1  a 

H —  cos  v 
r 


(7  +  C0S  v) 


(i 


oder,  wenn  —  =  x  gesetzt  wird 


1  ~~  [     ~t~  x)  (as^-cost;)8' 
wie  schon  im  vorigen  §  angegeben  wurde ;  hieraus  ist  für  die  Karten- 
mitte und  für  die  um  90°  von  derselben  abstehenden  Punkte 

/•  (<i)  _   ]  .     k  (90)  _  \  +  x 

Für  die   Lahire'sche  Projektion  ist  x  =  1  -j-  -  j/2,   mithin 
/•/■•'«)  =  8  _  5  j/ä  =.0-9289320. 

Am  Rande  der  Karte  (bei  der  Darstellung  einer  Halbkugel)  ist 
also  die  Vergrösserung  in  radialer  Richtung  nahe  dieselbe  wie  in"  der 
Kartenmitte;  weiter  hinaus  wird  sie  der  Natur  der  Sache  nach  ab- 
nehmen,   wie   schon  aus  Fig.  24  folgt;    man  kann  nun  auch  fragen, 
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wo  ein  Maximum  der  Vergrösserung  stattfindet.     Es  ist 


dJct 


-  (1  +  x) 


sin  v  [2  -f-  x  cos  v  —  x2} 


dv         vi/  [x -\-  cos  v)3 

Ein  Maximum  tritt  also  ein,  wenn 

2  -j-  x  cos  v'  —  x2  =  0, 


woraus 


cos  V    =  X  — 


(20  a) 


folgt,  und  der  zugehörige  Wert  der  Maximalvergrösserung  ist 


*/- 


x 


(20  b) 


Für  die  Lahire'&the  Projektion  ist 

_5 
2 

9  I  Q 


COS  V 


V2 


K= 


3  =  0-5355340; 
j/2  =  1-0303301. 


-'  =  57°37'11''53 


Auch  dieser  Wert  der  Maximalvergrösserung  ist  von  derjenigen 
im  Kartenmittelpuukte  nur  wenig  verschieden,  daher  die  Parallelkreise 
überall  in  nahe  derselben  Entfernung  von  einander,  was,  wie  schon 
pag.  67  bemerkt  wurde,  als  ein  grosser  Vorteil  der  Karte  anzusehen  ist. 

Der  äusserste  darstellbare  Parallelkreis  ist  der  Berührungskreis 
des  Tangen tialkegels,  dessen  Spitze  im  Augpunkte  liegt.  Seine  Pol- 
distanz ist  +  125°  51' 31"  und 
für  ihn  ist  k2'  =  2-41422; 
Q'  =  1-95664  r.  Die  Con- 
struktion  des  Augpunktes  ist 
sehr  einfach.  Soll  A  (Fig.  27)  der 
Kartenmittelpunkt  sein  und  sei 
(K)  die  Umlegung  eines  grössten 
Kreises  der  Kugel,  halbiert  man 
AB  in  b,  CB  in  c,  und  zieht 
b  c ,  so  ist  O  A  die  Entfernung 
des  Auges  von  der  Projektions- 
ebene; denn  zieht  man  die 
Projektionsstrahlen  Ob,  OB 
bis  b',  B',  so  ist  Ab'  :  AB[ 
==  Cc  :  CB]  daher  Ab'  =  b'B', 
d.  h.  die  Projektion  b'  des 
Halbierungspunktes  b  eines 
Bogens  AB  von  90°  halbiert 
die  Projektion  AB'  des  letzteren,  wie  es  gefordert  wurde. 

bm  :cC  =  m0  :  CO  =  (mC  +  CO)  :  CO, 


Fig.  27. 


Man  hat  übrigens 


und  da 
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bm  —  mC  =  —  j/2 


f2:r2-  =  (^V2  +  CO):CO 
j/2  :  1  =(4-  /2  -f  Co):  Co 


und  daraus 


00.—  r  +  {-y2, 

folglich   DO  =  C0  —  r  =  ~]/2=mb.     Um  den  Ort  0  des  Auges 

zu  finden  hat  man  also  D0  =  mb  zu  machen,    und   dies   ist  die  von 
De  la  Hire  a.  a.  0.  angegebene  Construktion. 

b)  Parent'sche  Projektion.    Wir  hatten  oben  gefunden,  dass  von 

v  =  0  bis  zu  dem  durch 

2 

COS  V    =  X 

X 

bestimmten   Werte  von  v'   das   Vergrösserungsverhältnis   von    1    bis 

zum  Werte 

,  ,         1       xl 

A"l    ~~    4     x  —  1 

zunimmt.     Die  hierbei  stattfindende  Änderung  ist  demnach 

J_     x%     _  i 
4     x—  1 

Von  y  =  t/  bis  v  =  90°  nimmt  kx   wieder  ab,    bis   zum    Werte 

#(90>  __  — X  ...  und  ändert  sich  daher  um 
i  #2 

1        a;2  l  +  a; 


4     s-1  a;2 

Die  Gesammtänderung  ist  demnach 

J_      a;2        _  1  _     \-\-x 
2     x—l  x* 

Man  kann  verlangen,  dass  x  so  bestimmt  werde,  dass  diese  Ge- 
sammtänderung ein  Minimum  werde;  damit  dies  stattfinde,  muss 

dA      _  a:5  —  2a;4  -f  2a:3  —  6a;  +  4     _  q 
0a;         ~~  2a;3  (a;  —  l)2 

sein.  Setzt  man  den  Zähler  gleich  Null,  so  erhält  man  hiefür  zwei 
Wurzeln;  die  eine  x  =  +  07383447  entspricht  keiner  externen 
Projection;  die  zweite  x  =  +  1* 603 1246  giebt  den  Maximalwert 
k;  =  1-0650392,  die  Vergrösserung  am  Rande  kf>)  =  1-0129635; 
die  Gesammtänderung  in  dem  hier  gewählten  Sinne:  0-1171149.  Der 
äusserste  zur  Darstellung  gelangende  Parallelkreis  hat  die  Poldistanz 
128°35'33"  und  für  ihn  ist  k2'  =  265806;    q'  =  2:07751. 

Doch  ist  dieser  Vorgang  gewissermassen  willkürlich;  denn  es 
bleiben  allerdings  die  relativen  Lagen  und  Dimensionen  in  der  Pro- 
jektionsebene bei  einer  parallelen  Verschiebung  derselben  ungeändert; 
allein   da   hier  das    Projektionscentrum   verschoben   wurde,    so   wird 
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gleichzeitig  der  Abstand  von  der  Projektionsebene  geändert;  mit 
anderen  Worten,  es  ist  D  auch  variabel.  Schreibt  man  D  =  a-\-  p, 
wo  also  p  den  Abstand  der  Projektionsebene  vom  Kugelmittelpunkt 

bedeutet,  so  wird: 

,      ,      x      r  +  a  cos  v 

k\  =  \.a  -r  P)  ~jar+TcosvT ' 
also    • 

*r--s±fi    *r-(«+p>-i-. 


a  -f-  r 
0 
a-\-p       1  «2 


und  der  Maximalwert  für  cos  v   = 2  —  ist 


*■'  = 


1  r  4     a2  —  r2  ' 

folglich  die  Gesammtänderung  im  obigen  Sinne 

4'  -     a  +  P   T  —      x*      _  1  _    1  +  a;l 
Setzt  man   —  =  c,  so  wird 


.,  =     x-\-c    [JL_       a;2         _  ,  _    l  +  a?1 
'   l+sL2     »-1    '  aj2J 


*  +  c.^ 


■fi  L2     n-l  x2J         ä+1 

dJ.'  a;  -+-  c     dJ.      .        1  —  c . 

TöT  ~~   1  +  x     dx    "+"   (1  -f  x)2 

und  die  Bedingung  des  Minimums  wird  daher 

(* + c)  (x + 1)  4^- + (1  -  <o  ^  -  o. 

Nur  wenn  c  =  1,  wird  das  Resultat  das  vorhin  gefundene. 
Für  c  =  0  folgt  die  Gleichung 

xs  _  3a;4  _|_  4x3  _  QX2  _|_  2  =  0. 

Die   eine   zwischen  0  und  1   fallende    Lösung    dieser  Gleichung 
ist  auszuschliessen;  die  zweite  ist 

x  =  1-5943644. 
Der  äusserste  dargestellte  Parallelkreis  hat  die  Poldistanz  128°  50' 40", 
und  für  ihn  ist  k2'  =  2-68246,  q'  =  2-08924  r.     ■ 

Dieser  Wert  (eigentlich  1*595)  wurde  von  Parent  in  einer  Notiz 
in   der  Histoire   de   l'academie  1702,    pag.  70  gegeben.      Die  Werte 

für  q,  k,  k2,  K  und   —  können  für  jeden    Wert   von   x    leicht   aus 

Tafel  4  entnommen  werden. 

c)  Man  kann  die  Bedingung  stellen,    dass  die  Vergrösserung  kt 

in  der  Mitte  der  Karte  gleich  sein  soll  derjenigen  in  90°  Entfernung; 

dann  wird: 

a  +  P.  =  (a  4-  p)  JL 
a  +  r    —\a^P>   a2  * 

oder 

x*  _  x  _  i  =  0;       x  =  £  (1  -f-  j/5)  =  1-6180340. 
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d)  Man  kanu  dieselben   Aufgaben   für  die   Flächenvergrösserung 
lösen.     Diese  ist: 

K  ==  ip.     r  +  q«wt> 

(a  -j-  t  cos  vf   ' 

und  setzt  man  D  =  a  -\-  p,  so  ist 

K  —(aA-  rtf     r  +  a  C0B  ^ 
K-—Ka-VP)      {a  +  r  cos  v)3    ' 


folglich 

Das  Maximum  der  Flächenvergrösserung  findet  statt,  wenn 


K (0)  =  (jl±jl)% .    z(9o,  =  j«±^r. 


02T  >2    (3r2  —  a2)  sin  v  -f  2  nr  sin  v  cos  ^    __  ^ 

~di  (a  ~T  P)  (a  +  rcost;)* 

wird,  und  diess  tritt  ein  für 

cosv'  =  —  x—  —  •  (21a) 

Da  aber  y  zwischen  0  und  90°  liegt,  somuss  cos  v  jedenfalls 
positiv  sein,  demnach  a2  >  3r-,  oder  x  >  j/3. 

Der  Maximalwert  selbst  ergiebt  sich  durch  Substitution  dieses 
Wertes  von  cos  v'  in  den  Ausdruck  für  K\  er  wird 

K'  _  _i_  J?  +  ff;2q3  (21  tri 

*    —   27     (a*-r*)r    '  ^  D^ 

und    die    im  angedeuteten   Sinne   aufgefasste   Gesammtänderung   der 

Flächenvergrösserung : 

^  =  2A"-/f(°)  —  K^ 

a—[±         x%         _  1  -     ^  +  l)21/  *  +  c  V. 
A  ~~  [  27    (*  -  l)2  z3       J  \  1  +  *  /    ' 

für  c  =  1  muss  der  Klammerausdruck 

,  _    _8_        x3  1        (a  + 1)2 

^    "~  27    (*  —  l)2  a;3 

ein  Minimum  werden,  daher 

dA'      _  8  a:7— 24a;fi  +  27  a:5  +  27  a:*  —  162a?3  +  54a;2  +  135a;  —  81   __  q 

~dx~~ "~  21  x*  (a;-l)3 

Da 

dA     _  \dA[    (x  +  c\     ,     9  j    1  — c  "1  x  +  c 

dx  ~  \_  dx    Vi  +  x )  ~T~         (l  +  *)2J   1  +  x 

ist,  so  wird  im  allgemeinen  Falle 

werden  müssen;  die  erstere   Bedingung  giebt  die  Gleichung 

8a;7  —  24a;6  +  27 x->  +  27 x*  —  162x3  +  54a;2  -f  135a;  -  81  =  0, 

deren  Lösung 

x  =  2-15544G9. 
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Der  äusserste   zur   Darstellung  gelangende   Parallel  kreis  hat  die 

Poldistanz  117°  38'  30"  und  für  diesen  ist 

k;  =  1-86538 

q'  =  265251  r. 

Für  c  =  0  wird  die  Gleichung 

$x*  _  67z6  -f  162z5  —  243z4  -f  54z:J  +  81  z2  -  27  =  0, 

deren  Lösung 

x  =  2-0999458 

ist.     Der  äusserste   zur  Darstellung  gelangende  Parallelkreis  hat  die 

Poldistanz  118°  26'  16",  und  für  diesen  ist 

k2'  =  1-90914 

Q'  =  1-67877  r 

Aus  Tafel  4  ersieht  man,  dass  die  Entfernung  der  Parallel- 
kreise der  Äquidistanz  am  nächsten  kommt  für  x  nahe  1*8.  Die 
Winkeländerung  beträgt  hiefür  bei  70°  Entfernung  vom  Karten- 
mittelpunkt noch  nicht  10°,  bei  100°  Entfernung  allerdings  schon 
circa  24°;  k{  ist  nahe  constant:  bis  etwa  60°  für  z=r8  mit  der  grössten 
Winkeländerung  von  ungefähr  51/.,0;  bis  etwa  100°  für  z=l-6.  TT  wird 
bis  etwa  60°  nahe  constant  für  z  =  2-6 ;  die  Maximalalteration  der 
Winkel  beträgt  circa  8Y20;  K  ist  bis  100°  nahe  unverändert  für 
x  ==  21.  Die  Winkeländerung  ist  bei  70°  Entfernung  vom  Karten- 
mittelpunkt erst  10°;  bei  100°  Entfernung  allerdings  schon  circa  30". 

Man  sieht  also,  dass  die  externen  Projektionen,  sowol  was 
lineare  als  auch  was  Plächenvergrösserung  und  Winkeländerung  be- 
trifft, nicht  gar  zu  schlechte  Resultate  geben.  Wenn  sie  gleichwol 
in  der  Praxis  nicht  verwendet  werden,  so  liegt  der  Grund  haupt- 
sächlich darin,  dass  sie  nur  in  einem  Punkte,  dem  Kartenmittel- 
punkte, völlige  Identität  mit  dem  Originale  geben,  während  diese 
bei  den  gleich  zu  behandelnden  Kegelprojektionen  längs  einer  Linie 
stattfindet,  und  weil  bei  den  externen  perspektivischen  Projektionen 
die  Netzlinien  nicht  gerade  einfach  zu  verzeichnende  Curven  sind, 
und  sich  nicht  rechtwinklig  durchschneiden. 
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21.  Da  die  Kugel  sich  nicht  in  eine  Ebene  ausbreiten  lässt,  so 
ist  eine  Abbildung;  welche  ein  völlig  getreues  Bild  der  Erdoberfläche 
oder  einzelner  Theile  derselben  giebt,  nicht  möglich.  Man  muss 
sich  stets  begnügen,  ein,  so  weit  als  möglich  getreues  Bild  zu  finden, 
und  dafür  ein  Kartennetz  zu  construieren ,  welches  dem  Ideal  einer 
völligen  Congruenz  des  Bildes  mit  dem  Originale  möglichst  nahe 
zu  kommen  gestattet.  Gleichheit  der  Maasse  in  der  Richtung  der 
Meridiane,  Gleichheit  der  Maasse  in  der  Richtung  der  Parallelkreise, 
Gleichheit  der  Flächen,  unveränderte  Übertragung  der  Winkel  von 
der  Kugel  auf  die  Karte,  sind  Eigenschaften ,  welche  bei  einer  völlig 
getreuen  Abbildung  stattfinden  müssen,  welche  aber,  der  Natur  der 
Sache  nach ,  nicht  gleichzeitig  erfüllt  werden  können.  Die  perspektivi- 
schen Projektionen  haben  diese  Eigenschaften  der  grossen  Mehrzahl 
nach  gar  nicht  oder  einzelne  nur  genähert,  andere  gar  nicht,  und 
wenn  es  sich  darum  handelt,  grössere  Ländercomplexe.  bei  stärkerer 
Vergrösserung  darzustellen,  so  werden  sich  bedeutende  Übelstände 
bemerkbar  machen.  Man  kann  jedoch  ein  genaueres  Abbild  der  Erd- 
oberfläche herstellen,  wenn  man  statt  der  Ebene  eine  sich  der  Kugel 
besser  anschmiegende  Fläche  zu  Grunde  legt,  also  z.  B.  eine  die 
Kugel  berührende  oder  schneidende  Kegelfläche,  und  diese  dann, 
nachdem  sie  längs  einer  Erzeugenden  aufgeschnitten  wurde,  in  die 
Ebene  ausbreitet.  Dabei  ist  ein  nicht  zu  unterschätzender  Vorteil 
darin  gelegen,  dass  man  die  Karte  beliebig  nach  Osten  und  Westen 
fortsetzen  kann,  da  die  Verhältnisse  längs  eines  Parallelkreises  un- 
verändert bleiben,  was  bei  den  perspektivischen  Projektionen  nicht 
der  Fall  ist.  Man  kann  dabei  die  Kugeltheile  direkt  perspektivisch 
auf  den  Kegel  projicieren ;  man  erhält  eine  noch  bessere  Überein- 
stimmung zwischen  Bild  und  Original,  wenn  man  auch  diese  Be- 
schränkung fallen  lässt,  und  nach  gewissen  Vorschriften,  welche 
meist  die  perspektivische  Übertragung  ausschliessen ,  z.  B.  dass  die 
Maasse  längs  der  Meridiane  auf  dem  Bilde  gleich  sein  sollen  den- 
jenigen auf  dem  Originale  —  ein  Bild  der  Kugel  auf  dem  Kegel 
herstellt.  Im  Grunde  genommen,  könnte  man  direkt  diese  Über- 
tragung auf  die  Ebene  ohne  Vermittlung  des  Kegels  vornehmen ; 
denn  wählt  man  irgend  ein,  sonst  natürlich  beliebiges  Gesetz,  durch 
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welches  z.  B.  die  Form  und  Entfernung  der  Parallelkreise  und  Meridiane 
gegeben  ist,  und  zeichnet  dieselben  darnach,  in  die  Karte  ein,  so  er- 
hält man  ein  Kartennetz,  ganz  unabhängig  davon,  auf  welche  Weise 
man  zum  angenommenen  Gesetze  geführt  wurde.  Im  allgemeinen 
aber  ist  der  Übergang  auf  den  Kegel,  wenn  auch  nicht  nötig,  so 
doch  für  die  Anschaulichkeit  und  Interpretation  der  hier  auftretenden 
mathematischen  Gesetze  wesentlich  fördernd. 

Der  Kegelmantel,  auf  welchen  die  Erde  zunächst  abgebildet 
wird,  wird  immer  als  Kreiskegel  angenommen,  dessen  Axe  mit  der 
Erdaxe  zusammenfällt;  die  Meridiane  müssen  dann  notwendig  als 
gerade  Linien  erscheinen,  die  von  der  Spitze  des  Kegels  auslaufen; 
die  Parallelkreise  als  Kreise,  deren  Mittelpunkt  die  Kegelspitze  ist. 
Damit  ist  bereits  der  eine  grosse  Vortheil  erreicht,  dass  gleichen 
Längendifferenzen  auf 
der  Karte  auch  gleiche 
Längendifferenzen  auf 
der  Kugel  entsprechen, 
und  dass  sich  die  Netz- 
curven,  die  einfach  zu 
zeichnende  Linien  sind, 
so  wie  auf  dem  Originale 
unter  rechten  Winkeln 
schneiden. l) 

Denken  wir  uns  zu- 
nächst auf  einem  Kegel, 
dessen  Spitze  S  (Fig.  28  a) 
wir  in  der  Verlänge- 
rung der  Erdaxe  P  P' 
annehmen2),  die  Me- 
ridiane so  abgetragen, 
dass  gleichen  Längen- 
differenzen auf  der  Kugel 
auch  gleiche  Winkel  zwi- 
schen den  die  Meridiane 
darstellenden  von  S  ausgehenden  Erzeugenden  entsprechen.  Einem 
Längenunterschiede  A  zweier  Meridiane,  welcher  durch  den  Winkel 
aPa'  der  im  Pole  an  dieselben  gezogenen  Tangenten  gemessen  wird, 


Fig.  28  a. 


1)  Mitunter  zählt  mau  gewisse  Formen,  in  denen  diese  Fundamentaleigen- 
schaften um  anderer  wichtiger  Eigenschaften  •willen  aufgegeben  wurden,  auch 
noch  fälschlich  zu  den  Kegelprojektionen,  oder  bezeichnet  sie  als  modificierte 
Kegelprojektionen;  so  z.  B.  die  Sanson'sche,  die  Werner'sche ,  die  Ptolemäische 
äquivalente  etc. 

2)  Und  zwar  auf  Seite  des  Nordpols;  da  für  den  Südpol  dieselben  Formen 
für  die  Abbildung  der  südlichen  Hemisphäre  auftreten. 
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entspricht  der  Winkel  ®  zwischen  den  zugehörigen  Erzeugenden, 
welcher,  wenn  der  Kegel  längs  irgend  einer  Erzeugenden  aufge- 
schnitten, und  in  die  Ebene  ausgebreitet  wird,  ungeändert  bleibt.  Der 
Längendifferenz  A  =  360°  entspricht  der  auf  dem  Kegelmantel  ge- 
messene Winkel  an  der  Spitze,  und  es  wird  ganz  allgemein  &  der 
Längendifferenz  A  proportional  sein,  d.  h. 

0=mA, 
wobei  aber  m  <  1  sein  muss,  weil  ©  stets  kleiner  als  A  ist.  Um 
den  Wert  von  m  zu  bestimmen ,  denken  wir  uns  den  Kegel  durch 
eine  auf  seiner  Axe  z.  B.  in  P  senkrecht  stehende  Ebene  geschnitten. 
Der  auf  dem  Kegel  abgeschnittene  Bogen  zwischen  den  beiden  Me- 
ridianen von  der  Längendifferenz  A  ist  dann 

s  =  Pa  •  A, 
oder  auch,  wie  man  aus  der  Abwicklung  leicht  erkennt: 

s  =  Sa  •  0; 


Pa  •  A  =  Sa  ■  &, 
&  =  -ö —  A  =  A  sin  y , 


es  wird  demnach 
oder 

daher 

m  =  sin  y, 

wenn  y  der  zwischen  einer  Erzeugenden  und  der  Kegelaxe  enthaltene 

Winkel  aSP  ist. 

Sei  A  der  Mittelpunkt 
des  darzustellenden  Flä- 
chenteiles, a  sein  Bild,  also 
der  Mittelpunkt  der  Karte 
und  sei  der  Halbmesser  von 
a  gleich  «,  also  Sa  =  a. 
Nach  der  Abwicklung  sei 
(Fig.  28  b)  a  der  Karten- 
mittelpunkt, s  die  Spitze 
des  Kegels,  welche  im  all- 
gemeinen nicht  mehr  auf 
das  Kartenblatt  M N  fallen 
wird;  dann  ist  auch 

sa  =  ö; 
sei  ferner  b  das  Bild  eines 
anderen  Punktes  B ,  und 
Sb  =  sb  =  q, 
Fig- 28b>  so   wird    q  =  a  -f-  x    und 

x  wird    offenbar    eine    in  jedem   speciellen  Falle  gegebene  Funktion 
der  Differenz  der   Polhöhen  von  A  und  B  sein;  ist  diese  Differenz  e} 
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also    arc    AB  =  e]),    wenn    beide   auf  demselben   Meridian   gedacht 
werden ,  so  wird  x  =  f(e),  demnach 

9~a  +  f(e). 

Es  sind  demnach  die  Hauptgleichungen  der  Kegelprojektionen 

(IV) 


(IV  a) 


Q  —  a  +  f(e) 
wobei  m  =  sin  y  ist. 

Wenn  f{e)  eine  Funktion  ist,  die  den  analytischen  Ausdruck 
dafür  enthält,  dass  a,  b,  etc.  perspektivische  Projektionen  von  A  ,  Z? 
sind,  so  hat  man  den  Kegel  in  fester,  organischer  Verbindung  mit 
der  Kugel  anzunehmen.  Entspricht  aber  f(e)  dieser  Beziehung  nicht, 
so  hat  man  sich  den  Kegel  von  der  Kugel  getrennt  zu  denken, 
worauf  noch  an  entsprechender  Stelle  aufmerksam  gemacht  wird. 

Ist  die  Poldistanz  des  Mittelpunktes  der  Karte  gleich  Null,  so 
geht  der  Kegel  in  eine  die  Kugel  im  Pole  berührende  Ebene  über; 
für  diese  wird  also,  wenn  p  die  Poldistanz  eines  Punktes  ist, 

®  =  X 

wobei  p  eine  für  p  =  0  verschwindende  Funktion  ist.  Man  wählt 
aber  im  letzteren  Falle,  wo  der  Kegel  in  eine  die  Kugel  berührende 
Ebene  übergeht,  nicht  immer  den  Pol  zum  Mittelpunkte  der  Karte, 
sondern  irgend  einen  anderen  Punkt,  dessen  geographische  Breite  a 
sei.  Solche  Projektionen  haben  die  Eigenschaft,  dass  alle  Punkte, 
welche  auf  der  Kugel  in  einem  Kreise  liegen,  dessen  Mittelpunkt  der 
angenommene  Kartenmittelpunkt  ist,  auch  auf  der  Karte  gleichweit 
vom  Karten mittelpunkte  entfernt  sind.  Man  nennt  solche  Projektionen 
zenitale  Abbildungen.2)  Ist  in  einer  solchen  v  der  Abstand  eines 
Punktes  vom  Kartenmittelpunkte,  und  Q=f(v)}  so  werden  die 
Meridiane  und  Parallelkreise  nicht  mehr  einfach  zu  zeichnende  Curven 
sein.  Es  wird  dann  am  besten  nicht  diese  Curven  einzutragen,  son- 
dern für  einen  einzuzeichnenden  Punkt  P  die  geographischen  Co- 
ordinaten  (Länge  und  Breite)  in  zenitale  Coordinaten :  Entfernung  v 
vom  Kartenmittelpunkt,  und  Azimut  dieser  Richtung  (Winkel  u  mit 
dem  Meridian  von  A)  umzusetzen.  Ist  Q  der  Pol,  A  der  Karten- 
mittelpunkt, P  der  einzutragende  Punkt,  dessen  geographische  Co- 
ordinaten, Länge  X,  Breite  cp,  dessen  zenitale  Entfernung  AP  vom 
Kartenmittelpunkt  v,  Azimut  QAP=u  sind,  so  hat  man 
cos  v  =  sin  a  sin  cp  -j-  cos  a  cos  cp  cos  X 

sin  K  cos  qp 
sin  u  =  : — 


1)  Also  e  =  ß  —  cp ,  wenn  ß ,  cp  bez.   die  geogr.   Breiten  des  Kartenmittel- 
punktes und  eines  anderen  Punktes  sind. 

2)  Zu  diesen  gehören  als  spezielle  Fälle' alle  im  I.  Kapitel  behandelten  (perspek- 
tivischen) Projektionen;  sowie  auch  einige  in  den  §§  25,  27,  39  etc.  angeführten. 
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Liegt  der  Karteumittelpunkt  auf  dem  Äquator,  so  wird  a  =  0,  und 
cos  v  =  cos  cp  cos  X 
tg  u  =  sin  X  cot  cp. 
Zur    raschen   Berechnung   von   u  und   v   dient  Tafel  5,    welche 
deren  Werte  mit  den  beideu  Argumenten  cp  und  X  giebt. 

Ist  die  Poldistanz  des  Kartenmittelpunktes  90°,  also  der  Mittel- 
punkt der  Karte  ein  Punkt  des  Äquators,  so  geht  der  Kegel  in  einen 
Cy linder  über;  es  wird 

m  =  0,     q  ==  oo. 

In  diesem  Falle  werden  also  die  Gleichungen  (IV)  unbrauchbar. 
Man  sieht  aber  sofort,  dass  dann  die  Meridiane  durch  äquidistante 
parallele  Gerade  dargestellt  werden,  und  die  Parallelkreise  ebenfalls 
durch  parallele  Gerade,  senkrecht  zu  ersteren.  Es  wird  dann  am 
besten  jeden  Punkt  durch  seine  rechtwinkligen  Coordinaten  zu  be- 
stimmen, und  es  soll  das  Axensystem  so  gewählt  werden,  das  die 
A-axe  in  den  Äquator,  die  F-axe  in  den  ersten  Meridian  fällt.  Die 
Wahl  der  Dimensionen  ist  beliebig;  man  kann  nachhinein  den  Radius 
der  abzubildenden  Kugel  (des  Globus)  so  wählen,  dass  der  Cylinder 
die  Kugel  im  Äquator  berührt,  oder  aber,  wenn  der  Massstab  der 
Karte  vorgeschrieben  ist,  den  Kugelradius  darnach  annehmen. 

Aus  der  Beziehung,  dass  die  Masse  längs  des  Äquators  auf  der 
Karte  und  auf  der  Kugel  gleich  sein  sollen,  folgt 

x  =  r  X, 
und   da   der  Abstand   des   Paralleles  von   dem  Äquator   in  der  Karte 
eine  Funktion  der  geographischen  Breite  cp  ist,  so  wird 

y  =r  ■  f{cp) 
und  es  sind  demnach  die  allgemeinen  Gleichungen  dieser  sogenannten 
( 'y  linder projek  Honen  : 

x  —  rX       | 

y  =  rf{cp)[  (V) 

Die  Meridiane  und  Parallelkreise  in  der  Karte  bilden  hier  ein  Netz 
von  sich  rechtwinklig  durchschneidenden  Geraden,  also  von  recht- 
eckigen (unter  Umständen  quadratischen)  Maschen,  welches  sehr 
leicht  zu  zeichnen  ist.  Man  pflegt  solche,  durch  Abwicklung  eines 
Cy  linders  entstehende  Karten  wohl  auch  Plaükarten  zu  nennen. 

Auch  hier  findet  man  Cylinderprojektionen,  bei  denen  der  Cy- 
linder nicht  den  Äquator,  sondern  einen  anderen  grössten  Kreis  be- 
rührt. Dann  gelten  dieselben  Gleichungen  (V),  nur  werden  X,  cp 
eine  andere  Bedeutung  haben:  es  ist  nämlich  X  der  auf  dem  Berüh- 
rungskreise gemessene  Bogen  und  cp  der  Abstand  des  Punktes  von 
diesem  Berührungskreise,   also  in  der  vorhin  gewählten  Bezeichnung: 

x  =  ru       I 
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22.  Um  auch  für  die  Kegelprojektionen  das  Vergrösserungsver- 
hältnis  und  die  Grösse  der  Winkeländerung  in  einem  gegebenen 
Punkte  zu  finden ,  hat  man  zu  beachten,  dass  einer  Änderung  y' Pd' 
=  dl  auf  der  Karte  eine  Änderung  ysd  =  mdl,  und  einer  Änderung 
d'Cs'  =  d(p  auf  der  Karte  eine  Änderung  Ös  =  dg  entspricht,    und 

es  ist 

dsy  =  d®  =  ?ndl 
de  —  dg  —  f'(e)de, 
also 

dS-  =  yd*-  -f  de2  =  (Qd&)2  +  dff1  =  {gnidk?  +  (/'(ejäe)0: 

Auf  der  Kugel  ist 

ds2  =  y'ö'2  +  d's'2  =  (r  cos  (ß  —  e)dk)2  +  (rde)2, 

folglich 

V  ds  )  r2  cos  (ß  —  efdl*  +  r'ldez 

Es  ist  ferner,  wenn  die  Azimute  Py'  e'  =  co,  sys  =  w'  von  der 
Richtung  nach  dem  Pole  zu  im  Sinne  des  Zeigers  einer  Uhr  gezählt 

werden, 

S'y'  rcos(ß  —  e)dX  lo  .    dl 

tg  a  =  —  -„— < -  = 4b =  —  cos  (ß  —  e)  -=—  , 

°  d  5  rde  vr  J    de  ' 


also 
folglich 

also 


fZ  X  tg-  0) 


de  cos  (ß  —  e)    ' 

tß'  CO2 

(dSy_      L    ^        J  cos  (p  -  e)2    '   '  w 

\  ds  '  r'z  tg  oj2  -f-  r2 


£'  =  (—    — ^     \   )   ^    sm  w    +  l  )  cos  w  (Vi) 

\  r  cos  (ß  —  e)  /  'Nr/  v      y 

In  der  Richtung  der  Meridiane'),  d.  h.  für  co  =  0  wird  das  Ver- 

grösserungsverhältnis 

in  der  darauf  senkrechten  Richtung,  für  co  =  90°  wird  es 

,       _  a  +  f(e) 

Kr,  771  77;  r  , 

-  r  cos  (p  —  e) 

und  allgemein 

k2  —  kt2  cos  cj2  -f-  k22  sin  co2. 

Für  die  Flächen vergrösserung  folgt  hieraus: 

K  =  k  k   --=     a ~^~  ^e)       m'f'(e)  . 
12         r  cos  (ß  —  e)  r 

Das  Azimut  der  entsprechenden  Richtung  auf  der  Karte   ist  be- 
stimmt durch 

,  ,  yS  gd€)  Qin      dl 

"  ö    =  ~  '  ~JT  ~  "         dg      ~      '   YTeJ  ~de~  » 

r 
E 

G* 


T 

1)  Der   Massstab   der    Karte   ist  wieder        -  Je;  siehe  §  4 


84 
also 


to.     '_.       m[a  +  f(e)]     , 

tSf   CO    ===    -Fiis TU, \     tg  CO, 

°  f  {e)  cos  (ß  —  e)     °      ' 
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(VII) 


woraus  sich  auch  noch  ergiebt 

tg  co' 


*i 


tg  Cd. 


Um  den  Maximalwert  der  Richtungsänderung  zu  finden,  hat  man 
d  (ca'  —  oo)  da  1 ^ 

r/oj  dco 

zu  setzen.     Die  Lösung  geht  aus  der  §  4  erhaltenen   hervor,   wenn 
man 


m  = 


setzt;  es  ist  daher 


.     ,   ,  .         fc2  -  fc, 

sin  (co   —  co)  =   T     ,     ' 

^  '         fca  +  7c, 


COS  2  CO  = 


k2  +  lct    ' 
demnach,  wenn  die  grösste  Winkeländerung  wieder  mit  d  bezeichnet 

wird,  also  co'  —  co  = 


sin 


ist 

_*.  -  -   mta  +  f(e)]  —  f'(e)  cos  (ß  —  e) 
2    "  "   m  [a  -J-  f{e)]  -\-  f'(e)  cos  (ß  —  e) 

Für  Oylinderprojektionen  ist  auf  der  Karte: 

dx  =  rdl 

dy  =  rf\<p)dtp 

dS*  =  r2<U2  +  r*/"(<pyd(p\ 

und  auf  der  Kugel,  weil  ß  =  0,  <p  =  6'  ist 

ds'-'  =  r2  cos  cp-d  P  -f-  rvrfc/r', 
daher 


(vir) 


(— )  = 


■+ /•(*(•& )' 


tg  CO' 


und  da 

so  ist 

Ä2 

und  daraus 


(Z# 


/'(?WqP    ' 


dl 

dq> 


cos  qp   ' 


1  _L  fl    ,2    cos  <p2 
1  +  f  (qc)2  -ir— r 


tg   W2  1  •  7      |       />/  /        \0  9 

f    ■    2  = r  sin  w  +/  (<P)"  cos  a'i 

cos  q>2  -|-  COS  qp2  cot  to2  COS  qp2  '   '     vx/ 


1 

COS  qp 
f(9>) 


/t.,  = /.2  =  k.~  cos  co2  +  &>2  sin  co- 

COS  qp  ' 


/r  = 


COS  qp 


(VIII) 
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tg  «,'=*"— ,  (IX) 

ö  /  (qp)  COS  qp 

und  wenn  hier  wieder  /'(qp)  cos  9  mit  der  in  §  4  mit  m  bezeichneten 
Grösse  identifiziert  wird: 

■in -f-  ?lC(^C0S<P  •  (IX') 

2  1  +  /    (<P)  COS  gj  ^         > 

23.  Die  Hauptgleichungen  (IV)  der  Kegelprojektionen  enthalten  zwei 
Oonstante,  m  und  a7  und  eine  bisher  unbestimmt  gelassene  Funktion 
/",  durch  deren  spezielle  Beschrän- 
kung man  eine  grosse  Zahl  von 
Projektionsmethoden  erhalten  kann. 

Ä)  Die  Kegelprojektion  sei  eine 
perspektivische,  also  durch  perspek- 
tivisches Projicieren  der  Kugel  auf 
den  Kegel  und  nachherige  Ausbrei- 
tung des  letzteren  in  eine  Ebene  ent- 
standen. Sei  C  (Fig.  29)  der  Mittel- 
punkt der  Kugel  vom  Halbmesser 
CA  —  r,  CS  die  Kegelaxe,  in  dieser 
der  Augpunkt  (das  Projektionscent- 
rum) 0  in  der  Enfernung 
£0  =  D. 

Sei  ferner  A  der  Mittelpunkt 
des  darzustellenden  Flächentheiles, 
der  durch  den  Projektionsstrahl 
OA  bestimmte  Punkt  a  der  Mittel- 
punkt der  Karte,  das  Perpendikel1) 
Cp  =  d. 

Da  <3C  CSp  —  y  =  ACB  =  ß,  wenn  ß  die  geographische  Breite 
des  Kartenmittelpunkts  ist,  so  wird 

m  =  sin  ß. 

Für  einen  Punkt  M,  für  welchen  die  geographische  Breite  MCB  =  (p 
ist,  hat  man 

Sm  :  SO  =  sin  SOm  :  sin  SmO; 
es  ist  aber 

S  0  =  SC  +  CO  =  d  cosec  ß  +  D 
r  cos  q> 


Fig.  2D. 


t_    Cr  r\  '    u« 

g  SOm  =  77-7— 

0  JJ  -f-  r  sin  qp 

^»2  0=  180  —  (/J-f-  S'Ow) 


sin  6'Öw  — 


r  COS  qp 


=  .  cos  SOm 


D  -f-  r  sin  93 


da  SmO  =  sin  (0  -f  50/»)  = 


KD2  +  r2  +  2  X>r  sin  qp  '  V D*  +  r2  -f  2 Z)>  sin  qp 

sin  ß  ( J  -f-  r  sin  qp)  -(-  cos  |3  .  r  cos  qp 

VD*  +  r2  +  2Dr  sin  qp 

1)  Wobei  also  vorausgesetzt  ist,  dass  der  Kegelmantel  so  liegt,  dass  die  Er- 
zeugende des  Kartenmittelpunktes  senkrecht  steht  zum  Radius  des  Mittelpunktes 
des  darzustellenden  Flächentheiles. 
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Sm  =  q  =  (B  -f-  d  cosec  /3) 


sin  SO  m 

sin   <b'»tO 


/  r.    i     ,7  /3A  r  cos  qp 

p  =  (D  4-  d  cosec  p)  y^—. — w- j -^— rö- V- 

^         v        '  rj  D  sin  ß  -f-  r  cos  (ß  —  qp) 

Da  für  den  Mittelpunkt  der  Karte  ß  =  qp,  so  wird  für  diesen 

/  r>     l     -j  /}\        r  cos  ß 

a  =  (D  4-  d  cosec  p)  yr-^ — öi  — 
v       '  '  '  D  sin  ß  -f-  r 

Die  Gleichungen  für  diese  Projektionen  werden  daher 

©  =  m  X  m  —  sin/3  j 

fn    .      7  ^       rcw(ß-e)       }.  (22) 

P  =  ( D  4-  d  cosec  p)  -r.   .    0    , — 

^         v       '  rj  B  sin  ß  -f  r  cos  c) 

Zur   Bestimmung   der  Vergrösserung  und  Winkeländerung   hätte 

man  eigentlich  q  —  a  =  f{e)   zu  bilden,  da  aber  a  von  e  unabhängig 

ist,  so  wird 

folglich  hier 

,., ,  s         /  «    .     .,  „,  r  sin  ß  (7J  sin  (ß  —  e)  -f-  r) 

/»  -  {D  +  d  cosec  p")       ^Lß  +  rcos^T  '» 

also: 

/  /  n    •     a    i    w\  D  siu  ^  _  e)  +  r  1 

kx  —  (»  sin  ,J  +  rf)  (D7iÄ-p +7^^ 


*, 


( 1)  Bin  ß  +  (0      .   „ _  ,  „    •     ß    ,    ^2 Dain(ß-e)H-r 
(5  Binß  +  rcose)  '  yif-  (/y  bm  P  +  a>   (Dsin  ß  +  r  cos  «)> 


-,  Z  ==(£  sin  p"  +  <f)2^ 

3  -4-  r  cos  e  , 

— tßf  ö 

ß  —  e)  +  r  L° 

cos(ß-^)-^, 


Z)  sin  ß  +  r  cos  e   , 


e   r 


.5         ,      c 
sin  -  - 


tö    2 


0>-|)+£cH 


(23) 


(24) 


«)  Macht  man  D  =  0,   so   fällt  das   Projektionscentruin   in   den 
Kugelmittelpunkt.     Die  Gleichungen  werden 
S  =  m  k  m  =  sin  ß 


q  =  d  cosec  ß 


cos  (ß  —  e) 


-  tf  (cot  /S  -f  tg  c)     j 


(22  a) 


i) 


.   s 

sin  — 


( J)  sin  ß  +  r  cos  e)  —  (Z)  sin  (ß  —  e)  -f-  r) 
/>  sin  ß  -j-  r  cos  e  +  D  sin  (ß  —  e)  -f-  r 
7J  |  sin  ß  —  sin  (ß  —  e)]  —  r  ( 1  —  cos  c) 
7J  [sin  ß  +  sin  (ß  —  e)J  +  r  (1  -f-  cos  e) 

sin¥cos(ß--j-^sin- 

cos-sin^ß--;+  -g (Cos- 

/  e\       r     .     e 

cos^__j__sin_ 


-*T' 


fr 


2/+I>C082 
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d 

r  cos  e8 


£, 


r  cos  c  ' 


/£-  = 


,        ,  ,  .      5         ,      e 

tg  oj  =  cos  e  tg  oj  ;     sin  —  =  tg  - 


/■a  cos  e:' 

I 


ol 


(23  a) 
(24  a) 


Murdoch  (Philos.  Transact.  Bd.  50.   Theil  II.  für  das  Jahr  1758, 
London  1759)   sucht  eine  solche  perspektivische  Projektion,   dass  für 
dieselbe   die  Gesarnmtfläche   der   Zone 
erhalten  bleibe  2).   Sind  die  Breiten  der 
iiussersten    Parallelkreise    cp{ ,  <p2 ,    so 
wird  die  Fläche  der  Kugelzone 
f==  2rn  .  h  =  2r2?r(sin  cp2  —  sin  qp,), 
wenn  h  die  Höhe  aß  (Fig.  30)  der  zwi- 
schen den  Parallelen  von  ,4  und  B  ent- 
haltenen   Zone  ist.     Die    Fläche    des 
Bildes  (des  Kegelmantels)  ist 

/,  ==23tS.  Q, 

wenn"  s  =  ab    die    Seite    des    Kegel- 
stutzen und  q   der  Halbmesser  mq  des 
mittleren  Schnittes  ist.   Natürlich  muss 
hier   der  Kegel   die   Kugel  schneiden; 
denn  läge  er  ganz  ausserhalb,  so  wäre 
die    Fläche    der   Projektion  jedenfalls 
grösser.     Da     am  =  mb ,     so     ist     m 
Kartenmittelpunkt,  demnach  Sm_\_C?n, 
folglich  auch  mn  =  no,   wenn  n,   o  die  Schnittpunkte   einer  Erzeu- 
genden des  Kegels  mit  der  Kugel  sind.     Ist  M  derjenige   Punkt  der 
Kugel,   dessen  perspektivische   Projektion   m  ist,    so   wird   auch    AM 
=  MB  sein. 
Es  ist  aber 

q  —  mq  —  Cm  sin  mCq  =  Cm  sin  I  90  —  -^(<Pi  +  9>2) 

=  Cm  cos  ^-(qp,  +  <p,) 

s  =  ab  =  2am  =  2 Cm  tg  MCA  =  2C?n  tg  -i(<p5 


I'ig.  30. 


und  da  der  Voraussetzung  gemäss 

sein  soll,  so  muss: 
4r^sin^p 
sein;  demnach 


cos 


4^l  =  4^6'^tgl(^ 


<Pi) 


qp^COS-  (qp1  +  (p2) 


Cm 


r  y  cos  |(<p2  —  <p{) 


1)  Ohne  Rücksicht  auf  das  Zeichen. 

2)  Diese  Projektion  ist,  da  nur  die  Gesarnmtfläche  erhalten  bleibt,  nicht  aber 
die  Verhältnisse  beliebiger  Flächenstücke,  keine  äquivalente. 
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und 

Sm  =  Cm  cot  17  (<p,  -f-  <p2). 

Die  Gleichungen  dieser  Projektion  sind  also,  weil  <£;  mSC 
=  90  -  SCM, 

&  =  mÄ,  m  —  sin  y  =  sin  —  (op,  -j-  (p2) 

«  =  r  cot  |(<p,  -f  9D2)  ^/cos  |  (op2  -  op,)  . 

Ist  <p  die  geographische  Breite  eines  Punktes  i5,  dessen  perspekti- 
vische Kegelprojektion  p  ist,  so  ist 

^  gl Cp  =  xC M  —  xCp  =  -(q)i -f-  cp.})  —  (p 

mp  =  Cm  tg  /«(7p  und  p  =  a  -f-  wp,  folglich 

p  =  a  +  r  tg  e  j/ cos  |  (op,  —  <?,) 

Thatsächlich  jedoch  hat  diese  Aufgabe  nur  ein  theoretisches  In- 
teresse ohne  praktischen  Wert;  denn  da  man  ohnedies  nicht  die" Erd- 
kugel selbst,  sondern  ein  ihr  völlig  ähnliches  verkleinertes  Abbild  der 
Darstellung  zu  Grunde  legt,  so  kann  man  ja  dieses  letztere  beliebig 
gross  wählen,  und  gleich  als  Kugel  mit  dem  Halbmesser  Cm  beschrei- 
ben; der  Kartenmassstab  bleibt  dabei  auch  ungeändert,  denn  die  Pro- 
jektionsstrahlen, also  auch  ihre  Schnittpunkte  mit  dem  Kegel  Sab 
bleiben  dieselben ').  Wählt  man  die  Kugel  so,  dass  der  Kegel  berührt 
wird,  so  wird  man  in  den  allgemeinen  Gleichungen,  d  =  r  zu  setzen 
haben. 

Für  den  vorliegenden  Fall  entsteht  dann 
&  =  ml,     m  =  sin  ß 
Q  =  r  (cot  ß  -f  tg  e) 

rC i   ==   5  i    n.y   =  ~  «      Ji.    ===  5  ■ 

1        cos  e2  '     l        cos  c  '  cos  e! 

Stellt  r  den  Halbmesser  der  Erdkugel  selbst  vor,  d  den  Abstand 
des  Kegelmantels  von  dem  Mittelpunkte  der  der  Abbildung  zu  Grunde 
gelegten  Kugel,  im  selben  Masse  ausgedrückt,  so  ist  k{,  £2,  in  Formeln 
|  23  a )  der  Massstab  der  Karte  in  einem  gegebenen  Punkte  in  der 
Richtung  der  Meridiane  und  der  Parallelkreise  (s.  die  Bemerkung 
§22). 

Die   Vergleichung  mit   §  14  lehrt,    dass   die  Werte  von  #, ,  k2, 

K,  —  ebenfalls  aus  Tafel  2  entnommen  werden  können;  nur  bedeuten 


1)  Hierauf  hat  übrigens  schon  Lambert  in  seinen  „Beiträgen  zum  Gebrauche 
der  Mathematik"  III.  pag.  140,  aufmerksam  gemacht.  Auf  zwei  andere  Metho- 
den von  Murdoch,  die  wol  von  ebenso  geringem  praktischen  Werte  sind,'  gehen 
wir  nicht  ein,  und  können  dieselben  am  angeführten  Orte  nachgesehen  werden. 


§  23 


S!) 


hier  die  entnommenen  Zahlen  nicht  die  Vergrösserungen  und  Winkel- 
änderungen in  der  Entfernung  e  vom  Karteninittelpunkte,  sondern 
längs  eines  Parallelkreises,  dessen  Abstand  vom  mittleren  Parallel. c 
ist.  Gegenüber  der  centralperspektivischen  Horizontalprojektion,  hat 
aber  die  centralperspektivische  Kegelprojektion  den  Vorzug,  1)  dass 
das  Vergrösserungsverhältnis  nicht  nur  in  einem  Punkte  (dem  Berüh- 
rungspunkte) sondern  längs  einer  ganzen  Linie  (dem  mittleren  Pa- 
rallel) gleich  1  ist,  und  2)  dass  die  Netzlinieu  äusserst  einfach  zu 
zeichnen  sind. 


(D  beliebig)   wird   die  Herstellung 
a  (Fig.  31)  der  Kartenmittelpunkt, 


Selbst  im  allgemeinen  Falle 
des  Kartennetzes  sehr  leicht.  Sei 
dessen  Breite  ß,  aS  das 
Bild  des  ersten  Meri- 
dians, dessen  Ebene  senk- 
recht zur  Zeichnungs- 
Üäche  stehe.  Breitet  man 
den  Kegel  in  der  Zeich- 
nungsfläche aus  und  M 
schneidet  den  darzustel- 
lenden Flächentheil  aus, 
so  entsteht  das  Karten- 
blatt MN\  um  die  Pa- 
rallelkreise einzuzeich- 
nen legen  wir  den  Me- 
ridian um;  der  Kugel- 
mittelpunkt kömmtnach 
{C)  und  wenn  a(C)P 
=  90  —  ß  und  CO  =  D 
gemacht  wird,  so  ist  S 
der  Mittelpunkt  der  Pa- 
rallelkreise, (0)  das  um- 
gelegte Projektionscentrum.  Der  Schnitt  der  Projektiousstrahlen  (0)(p) 
mit  Sa  bestimmt  den  Halbmesser  Sp   des  Parallels. 

Trägt  man  sich  auf  einem  der  Parallelkreise  der  Karte  z.  B.  auf 
dem  Äquator  die  Bögen  p@  =  pAsin/J  auf,  und  verbindet  mit  S, 
so  erhält  man  die  Bilder  der  Meridiane.  Es  genügt  natürlich  einen 
Meridian  auf  diese  Art  zu  zeichnen,  um  die  übrigen  durch  Theilung 
und  Auftragen  des  eingeschlossenen  Winkels  zu  erhalten.  Hiezu  dient 
die  Tafel  6,  welche  die  Werte  10°  sin  ß  für  ß  von  10°  zu  10°  sowol 
im  Grad-  als  auch  im  Bogenmass  enthält.  In  Fig.  31  ist  ß  =  30°, 
daher  hat  man  für  die  Längendifferenz  von  60°  den  Winkel  bei  S 
gleich  30°;  theilt  man  also  den  Winkel  (0)Sa  in  sechs  Theile,  so 
stellen  die  Theilungslinien  die  Meridiane  dar.     Ist  ß  =  0,   geht  also 


Fig\  31. 


90 
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der  Kegel    in  einen  Cylinder  über,   so  erhält   man   für  eine  perspek- 
tivische Oylinderprojektion  aus  dem  Centrum 

x  —  r  X 

t/  =  rtgtp 


und   da 
so  wird 


/(*)- 

tg<p; 

r  W) 

*l 

1 

COS  qp21 

k.2  = 

cos  cp 

1 

COs  qp^ 


K  = 


l 

COS  (p! 


tg  CO    —  COS  (p  .  tg  03. 

Das  Zeichnen  dieser  Kartennetze  ergiebt   sich  aus  Fig.  32  ohne 
Mühe.    Der  erste  Meridian  wird  wieder  umgelegt,  und  ist  a(0)m  =  cp, 


1 — 

/■ 

r*1 

y. 

«> 

1 

a 

1 

^?y 

fi 

0 

■/ 

o    W 

a 

i 

o 

•/ 
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O      4/ 
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Fig-.  32. 

so  bestimmt  (0)?w  auf  dem  ersten  Meridiane  den  Punkt  des  Parallels 
der  Breite  cp.  —  Um  die  Meridiane  zu  erhalten,  hat  man  den  zu  dem 
Halbmesser  (0)a  gehörigen  Bogen  von  etwa  90°  aufzutragen  und  in 
neun  Theile  zu  theilen.  Ist  der  Massstab  der  Karte  nicht  gross,  so 
wird  es  meist  genügen  die  Länge  von  10°  des  Kreises  K  auf  den 
Äquator  wiederholt  abzutragen.  Ist  eine  grössere  Genauigkeit  erfor- 
derlich, so  kann  man  die  Tafel  der  Bögen  der  einzelnen  Grade  (Taf.  8) 
benützen. 

Braun*)  schlägt  vor  für  die  Kegelprojektion  ß  =  +  30°  und 
D  =  r  zu  nehmen,  und  Tissot2)  nennt  diese  Manier  stereographische 
Kegelprojektion . 

Macht  man  überdies  auch  d  =  r,  so  wird  wenn  ß  =  90  —  pQ  ge- 
setzt wird,  also  p0  die  Poldistanz   des  Kartenmittelpunktes  bedeutet: 

1)  Heis  Wochenschrift  für  Astronomie.    1867.     pag.  259,  267  und  276. 

2)  Memoire  sur  la  re"prescntation  des  surfaccs  et  les  projectious  des  cartes 
geographiques  pag.  91. 
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0  =  1  A;  siu  0  =  i   cos  0  —  -V3 


p  =  .3/' 


cos  (ß  -  e)    =  3  r    sin  (p0  +  e)    =  ^  ^ 
sin  ß  -4-  cos  e  cos  ^0  -f  cos  e 


#o  +  e 


,1h 


_  3  1  +  cos  (p0  +  e) 
1         2    (cos  4>0  +  cos  e)2 


.Po- 


i  3 


SIU  2  =  tg  g 


2  cos  £>0  +  cos  e 
in(*>o+!)-sinf 


eos^— ! —  cos^— 


2        /      .    e\  ,  e 

cos^o+^J  +  cos- 


sin^cos^-* 


Po        Po  +  e 
cos^cos^— 


1     ,      e 

FTtg2 


Da  aber 


Po  +  e  __  P_    Po—  g  _     „    _  # 
2        "  2  '       2  y  °        2 


und 
so  folgt 


i>o  -  60°, 


•   P 
S1UV 


5      ^1    


4  cos^-  cos 


(ec-f) 


(6o°— iy      4  cos  (6o°  — ^y 


(25) 


Für  eine  Cylinderprojektion  setzt  Braun  voraus,  dass  sich  das 
Auge  so  im  Äquator  bewegt,  dass  es  stets  in  der  Meridianebene  des 
projicierten  Punktes  bleibt,  u.  zw.  in  der  Kugeloberfläche.  Tissol *) 
nennt  diese  Projektion  stereographische  Cylinderprojektion.  Ihre  Glei- 
chungen sind: 

x  =  rl 

y  =  r  tg|qp. 
24.  B)  Die  Masse  längs  der  Meridiane  sollen  auf  der  Karte  gleich 
sein  denen  auf  der  Kugel.    Dann  muss  f{e)  =  re  sein  und  die  beiden 
Gleichungen  werden 

,_,!  „  =  Siny| 

o  =  a  -f-  re  v     J 

Wird  diese  Annahme  festgehalten,  so  hat  man  noch  eine  Wahl 

bezüglich  m  und  a  zu  treffen,  wodurch  noch  immer  eine  sehr  grosse 


l)  1.  c  p.  90. 
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Verschiedenheit  in  den  Projektionsniethoden  ermöglicht  ist,  die  aber 
alle  das  Gemeinsame  haben,  dass  die  Parallelkreise  durch  äquidi- 
stante  Kreise  dargestellt  werden. 

Da 

f(e)  =  re, 
so  wird 

folglich  aus  VI,  VII,  VII': 

was  selbstverständlich  ist,  da  in  der  Richtung  der  Meridiane  wahre 
Längen  auftreten  sollen; 

k    .=    m(a  +  re)    =  R 
2        r  cos  (ß  —  e) 

,         m  (a  4-  re)    , 

tg  CO   =  —rs s  tg  CO 

°  r  cos  (ß  —  e)    ° 

S  m  (a  4-  re)  —  r  cos  (ß  —  e) 

sin 


2  m  (a  +  r  e)  4"  r  cos  iß  ~  e) 

25.  C)  Der  Kegel  berührt  die  Kugel  im  mittleren  Parallel; 
dann  ist  y  =  ß  demnach  m  =  sin  ß  und  (Fig.  28  a)  Ca  =  r;  also 
aS  =  Ca  tg  aCS  =  r  cot  ß.  Daher  die  Gleichungen  für  diese  Pro- 
jektion 

&  =  m  k        m  —  sin  ß  \ 

9  =  rcotß4-  f(e)       \ 

a)  Unter  Beibehaltung  dieser  Annahme  möge  die  Kegelprojektion 
eine  perspektivische  sein.  Dieser  Fall  ist  bereits  in  §  23  erledigt 
worden. 

b)  Die  Masse  längs  der  Meridiane  sollen  gleich  sein  jenen  auf 
der  Kugel.     Dann  ist  nach  §  24: 

m  —  sin  ß,      f(e)  =  re, 


daher 


q  =  r  cot  ß  -f-  r  e  J 


Ferner 

.       _  -j  /  cos  ß  +  c  sin  ß 

*l           '  2  cos  (ß  —  ej~ 

,  ■       S  cos  ß  4-  e  sin  ß  —  cos  (ß  —  e) 

tg  co  =  k.?  tg  co :     sin  — -  = Ji  — ■    £  i 7« x 

°               2    &  '              2  cos  ß  -f-  e  sin  ß  -{-  cos  (ß  —  e) 


(28) 


Diese  oft  fälschlich  als  einfache  Bonne  sehe  Projektion  bezeichnete 
Darstellung  rührt  von  Plolemäus  her  und  soll  nach  ihm  einfache 
Plolemäische  Kegelprojektion  benannt  werden.1)     Plolemäus  nahm  (für 


l)  Mau  kann  hierbei  auch  sehr  leicht  die  Erdabplattung  berücksichtigen. 
Ist  A  die  grosse  Axe,  s  die  Excentricität  der  Meridianellipse,  so  ist  der  Halb- 
messer des  mittleren  Parallels 

MN  —  ^  cos  ß =  MS  shi  MSN  ==asinß^ 

Vi  —  «2  sin  ß2 
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die  Darstellung  des  damals  bekannten  Theiles  der  Erde)  den  Parallel- 
kreis von  Rhodus  als  denjenigen  au ,  in  welchem  die  Breiten-  und 
Längengrade  im  richtigen  Verhältnisse  stehen.  Für  den  Halbmesser 
des  Kartenparalleles  von  Rhodus  (SR),  dessen  Breite  zu  36°  ange- 
nommen wird,  nimmt  Ptolemäus  79  Theile  (1  Theil  =  dem  Aquator- 
grad).  Dann  werden  36  von  diesen  Theilen  nach  Süden  bis  A  (durch 
welchen  Punkt  der  Äquator  geht)  und  27  Theile  nach  Norden  bis  T 
(Parallel  von  Thule)  aufgetragen.  Der  Radius  des  Äquators  ist  daher 
79 -(-36  =115  Theile,   derjenige    des   Parallels   von    Thule  (Island) 


79  —  27  =  52  Theile.    In  dem  Parallel  von  Rhodus  werden  5  Längen- 
grade gleich  4  Breitengraden  gemacht,   also   der  Längengrad    gleich 


also 


0  =  ml; 
A  cot0 


m  =  sin  ß 

Q  =  a  +  f{e). 


Vi  —  s2  sin  ß2 

Sollen  die  Masse  längs  der  Meridiane  auf  der  Karte  gleich  sein  denen  am 
Ellipsoide,  so  rauss  die  aufzutragende  Länge  gleich  dem  elliptischen  Meridian- 
bogen sein.  Ist  e  genügend  klein  (indem  man  etwa 
von  Grad  zu  Grad  aufträgt),  so  kann  man  die  zu  e 
gehörige  Länge  des  Bogens  Be  annehmen,  wenn  B 
der  Krümmungsradius  der  Meridianellipse  in  M  ist, 
also 


folglich 


B  = 


m  = 


A(l  —  £*) 

(1  —  s2  sin  qpa)  -| 
A(l  —  s2) 


(1  —  s2  sin  qp2)  | 

Die  Werte  von  a  und  B  können  für  A  =  1  in  Fig.  34. 

Einheiten  des  Äquatorgrades  ans  Tafel  14  entnommen  werden,  und  zwar  a  ans 
der  mit  p«  überschriebenen  und  B  aus  der  mit  l<p  über3chriebenen  Columne. 
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%  Breitengraden  gemacht.  Da  cos  36°  =  0*80902,  so  entspricht  das 
Verhältniss  |  nahe  genau  dem  wahren;  es  ist  ferner  cot  36°  =  1-37638 
und  für  den  Halbmesser  1  :  arc  1°  =  0-01743,  demnach  cot  36°  =  arc  1° 
X  78-863,  daher  der  Halbmesser  des  mittleren  Parallels  ebenfalls  sehr 
nahe  richtig. 

Ptölemäus  zieht  aber  die  Meridiane  nur  bis  zum  Äquator  gerad- 
linig, und  von  hier  bis  zum  Antiparallel  von  Meroe  wieder  convergent, 
gerade  Linien,  so  dass  in  letzterem  (16°  südliche  Breite)  die  Grade 
des  Parallels  dieselbe  Länge  haben  wie  im  Parallel  von  16°  nördliche 
Breite:  „Licebit  vero  etiam  nobis,  lineas  eas,  quae  pro  meridianis 
scribendae  sunt,  non  uno  tenore  reclas  perducere  vsque  ad  parallelem 
MYN,  qui  per  Meroen  scribitur ,  oppositum,  sed  usque  ad  aequinocli- 
alem  tantum,  atque  ita  MYN  in  segmenta  diviso,  quae  et  magnitudine 
et  numero  acceptis  in  Meroetico  parallelo  segmentis  aequalia  sint, 
ad  ipsas  has  incisiones  ex  iis  quae  sunt  in  aequinoctiali  ducere  inter- 
jacentes  meridianorum  lineas  rectas,  ut  ex  hac  conversione  quodam- 
modo  appareat,  in  altera  aequinoctialis  parte  et  ad  meridiem  regionem 
eorum  deflectere."  Cap.  24  seiner  Geographie.  (S.  z.  B.  die  Ausgabe 
von  Wilberg  1838). 

Diese  Darstellungsweise  findet  sich  später  wieder  in  den  so- 
genannten Slernprojektionen ,  deren  Ursprung  demgemäss  auch  bereits 

bis  Ptölemäus  zurückreicht. 
Von  diesen  soll  hier  nur  die 
Petermannsche  erwähnt  wer- 
den, da  diese  Darstellungen 
wohl  nur  für  Weltkarten, 
und  auch  hier  nur  beschränkte 
Anwendung  finden  dürften. 
Die  eine  Halbkugel  ist  in 
äquidistanter  Polarproj  ektion 
dargestellt,  wo  demnach  die 
Parallelkreise  gleichweit  von 
einander  abstehen,  die  Me- 
ridiane gleiche  Winkel  mit 
einander  bilden  ;  die  südliche 
Halbkugel  wird  in  acht  Drei- 
ecke zerlegt,  so  dass  in  jedem 
die  Parallelkreise  äquidistant  gezogen  werden  können,  so  also,  dass 
(Fig.  35)  OOx  —  2  OA  ist.  Die  in  ein  Dreieck  fallenden  Meridiane  werden 
von  den  Theilpunkten  des  Äquators  zu  der  Spitze  Ox  gezogen  (s.  Peter- 
mafifi's  Geographische  Mittheilungen ,  Ergänzungsheft  16  pag.  67.) 
Die  Vortheile  derselben  sind  jedoch  keineswegs  so  hoch  anzuschlagen, 
wie  dies  am  angeführten  Orte  geschieht,  indem  in  vereinzelten 
Fällen,    wie    z.    B.    bei     der    dort     erwähnten    Legung    eines    trans- 
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atlantischen    Cabels    man    schon    seine    Zuflucht    zu    einem    Globus 
nehmen  kann. 

Für  kleine  Partien  der  Erdoberfläche,  für  welche  e  nur  massig 
ist,  so  dass  man  bei  einer  nach  Potenzen  von  e  fortschreitenden  Ent- 
wicklung bei  der  zweiten  Potenz  abbrechen  kann,  hat  man  für  die 
einfache  Plolemäische  Kegelprojektion : 

/{    __  cos  ß  -f  e  sin  ß 1 =  1  _|_  i.  e? 

l'2  cos  ß  (1  —  -he*)  +  e  sin  ß  t  ea  cos  ß  T"  2 

*  cos  ß  -f-  e  sin  ß 
d   _       cos  ß  -(-  e  sin  ß  —  cos  ß  (1  —  -Je2)  —  sin  ß  (e  —  £  e3) 
Sm  T  =  ~   cos  0  -j-  e  sin  ß  -f  cos  ß  (1  —  |e?)"+"sin  ß  (e  —  £  e:t) 

=  I  -fV'"3/"/    =  i  02  —  4  c3  tg  /3). 

Als  Haupteigenschaften  dieses  Kartennetzes  sind  hervorzuheben : 
1)  dass  die  Masse  längs  der  Meridiane  gleich  sind  jenen  auf  der 
Karte;  dass  bei  massiger  Verzerrung  (Winkeländerung)  noch  auf 
ziemlicher  Entfernung  vom  Kartenmittelpunkte ,  resp.  vom  mittleren 
Parallel,  auch  die  Masse  in  den  Parallelen  nur  massig  verändert 
werden. 

Die  Bestimmungen  des  Halbmessers  des  mittleren  Paralleles  ge- 
schieht wieder  wie  in  Fig.  31  durch  Umlegen  der  Ebene  des  ersten 
Meridians;  bei  dieser  Projektion  werden  aber  dann  auf  dem  ersten 
Meridian  aS  und  auf  dem  Äquator  die  einer  Winkeldifferenz  von 
z.  B.   10°  entsprechenden  Bögen  aufgetragen.  ') 

Für  ß  =  0  geht  die  Projektion  in  eine  Aquatorealprojektion  über; 
für  diese  ist 

x  =  r  l 

wenn  <p  die  geographische  Breite  des  dargestellten  Punktes  ist. 
Da  für 


so  ist 


k.  =  1 ;       k0  = ;       tg  ta'  =  tg  a  sec  cd. 

i  i  2         cos  fp  5  o  o  v 


Zeichnet  man  die  Bilder  der  in  gleichen  Winkelabständen  z.  B. 
je  10"  befindlichen  Parallelkreise  und  Meridiane,  so  erhält  man  ein 
aus  lauter  Quadraten  bestehendes  Netz;  die  sogenannte  quadratische 
Plaltkarle.  Hierzu  braucht  man  die  Werte  von  x  und  y  gar  nicht, 
indem  man  den  Abstand  zweier  nächst  gelegener  Netzlinien  ganz  be- 
liebig; annehmen  kann. 


1)  Zu  bemerken  ist,  dass  der  Pol  nie  auf  die  Karte  fallen  darf,  wenn  er 
nicht  selbst  Mittelpunkt  derselben  ist,  weil  in  allen  anderen  Fällen  der  Radius 
des  Parallels  von  der  Breite  90°  nicht  Null  wird. 
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Für  ß  —  90°    entsteht   eine   äquidistante  Polar proj ektion1 ) ;    für 
diese  ist 


&  =  k 
q  =  rp 
k         l;      *,_-£_;       sin    *   - 


(29) 


sin  p  '  2    ■       p  -f-  sin  p 

wo  /?  =  90  —  qp    die   Poldistanz   des   Punktes  ist.     Tafel  7  giebt  die 

Werte  von  Äv.  und  —  für  Poldistanzen  bis  90°. 

Nach  D'Avezac  soll  diese  äquidistante  Polarprojektion  von  Guillaume 
Postcl  (1581)  ersonnen  worden  sein;  allein  dieses  Verdienst  rnuss  Mer- 
cator  zugeschrieben  werden2),  der  zur  Vervollständigung  seiner  nicht 
bis  zum  Pol  reichenden  Karten  mit  wachsenden  Breiten  (s.  §  28) 
diese  Polarprojektion  bis  zu  60°  Poldistanz  entwarf  (1569). 

Verlegt  man  den  Mittelpunkt  der  Karte  nicht  in  den  Pol,  behält 
aber  alle  hier  angeführten  Bedingungen  bei,  so  werden  die  Bilder 
der  auf  der  Kugel  in  gleichem  Winkelabstande  vom  Mittelpunkte  des 
darzustellenden  Flächenteiles  liegenden  Punkte  auf  der  Karte  in 
einem  Kreise  liegen;  die  Entfernungen  aller  Punkte  vom  Karten- 
mittelpunkte stehen  in  demselben  Verhältnisse  wie  im  Original;  es 
entsteht  also  eine  äquidistante  zenitale  Abbildung  (s.  §  21).  Lambert 
giebt  eine  solche  in  seinen  „Beiträgen  zum  Gebrauche  der  Mathe- 
matik" (III.  Tbl.  p.  179),  für  den  Fall,  dass  der  Kartenmittel- 
punkt in  den  Äquator  fällt.  Eine  Vergleichung  der  Tabelle  7  mit  4 
zeigt,  wie  nahe  die  äquidistante  Polarprojektion  mit  derjenigen  externen 

Projektion     zusammenfällt,     für     welche    -=-   nahe    P8   ist,    worauf 

schon  früher  hingewiesen  wurde.  Die  Leichtigkeit  der  Construktion 
verleiht  jedoch  der  hier  angeführten  gegenüber  jener  den  Vorzug. 
Übrigens  entstehen  centrale,  stereographische  und  äquidistante  Polar- 
projektionen aus  der  gemeinschaftlichen  Formel 

r  cs=  n  a  tg  — 

als  Spezialfälle  und  zwar  für  n  —  1,  2  und  oo;  für  die  ersten  beiden 
Fälle  erhellt  die  Richtigkeit  der  Behauptung  sofort  aus  der  Verglei- 
chung der  Formeln;  für  n  =  oo  kann  mau  schreiben 

I.    p  ) 

n  pa  _ 

p  p     \        P 

■=—         cos 
n  n    )  n—'r, 

c)  Die  Bilder  der  Parallelkreise  entstehen  als  Schnitte  der  Ebene 
der  Parallelkreise  mit  dem  Kegel,   woraus   sich  die  Funktion  f(e)  in 


1)  Sie  ist  durch  Fig.  35  mit  Hinweglassung  der  die  zweite  Halbkugel  dar- 
stellenden Theile  AOtB  etc.  dargestellt. 

2)  Siehe  dessen  „Atlas  sive  Cosmographicae  meditationes"  1501. 
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den  Gleichungen  (27)  bestimmen  lässt.     In  Fig.  36  ist 

ab  =  mn  sec  aSm  =  mn  sec  ß, 
oder 

ab  =  (Cm  —  Cn)  sec  ß  =  (r  sin  ß  —  r  sin  qp)  sec  ß 

—  r  tg  ß  —  r  sin  <p  sec  ß. 
Da  aber 

q  =  S a  -\-  ab  =  a  -\-  ab 


und 
so  ist 


cp  =  ß  —  e, 

j.  ,  v            ,      /,             sin  (ß  —  e) 
/(c)  =  r  tg  p  —  r — -5— ^ 

'   w  Ö  r  COS  ß 


Der  Ausdruck  für  o  lässt  sich  etwas  einfacher  wie  folgt  schreiben: 


q  =  r  cot  ß  -(-  r  tg  ß  —  r 


sin  (ß  —  e) 
cos  (3 


=  2r  cosec2ß  —  r 


sin  (ß 


cos  ß 


Die  Gleichungen  dieser  Projektion  sind  daher 


0  =  /«l;     m=  sin  ß 

0  fl         sin(ß  — e) 

p  =  2  r  cosec  2  p  -  r  — — — ^ 

v  r  COS  ß 


Es  ist 

/»  -r 

und  damit 

cos  (ß  —  ej 


cos  (ß  —  e) 


cos  ß 


*2 

K 


■■  sin  ß 


cos  ß 
2  cosec  2  ß 


cos  (ß  —  e 
1  —  sin  ß  sin  (ß  —  e) 


cos  ß  cos  (ß  —  e) 

1  —  sin  ß  sin  (ß  —  e) 
cos  ß*  ™ 


sin  (ß 


Fig.  3G. 


sin(/3 — e). 


_l-SmßBin(ß--e, 

0  cos  (ß  —  e)2  ° 

.     d  sin  (ß  —  e)  —  sin  ß 

SlTl    —  =   - - 

2         1  —  sinßsin(ß  —  e)  +  cos(ß—  ej 

Der  Vorgang  beim  Zeichnen  des  Kartennetzes  ergiebt  sich  un- 
mittelbar aus  der  Figur.  Ist  a  der  Kartenmittelpunkt,  ay  der  erste 
Meridian,  und  legt  man  diesen  um,  so  wird  der  Kugelmittelpunkt 
nach  C  kommen,  und  macht  man  <^  a  CS  =  90  —  ß ,  so  erhält  man  in 
S  den  Mittelpunkt  der  Parallelkreise  der  Karte.  Die  von  den  Theilungs- 
punkten  A,  B,  ...  des  Kreisumfanges  (welche  den  einzelnen  zu  zeich- 
nenden Parallelkreisen  entsprechen)  auf  SC  gefällten  Perpendikel 
Am,  Bn,  .  .  .  bestimmen  auf  Sa   die  auf  dieser  Geraden  liegenden 

Herz  ,  Landkai  tenprojektionen.  7 
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Th eilpunkte  ayb,  .  .  .  der  Parallelen,  und  die  mit  Sa,  Sb  als  Halb- 
messer gezeichneten  Kreise  sind  die  Parallelkreise  der  Karte.  Um  die 
Meridiane  zu  ziehen,  wird  man  wieder  auf  den  mittlem  Parallel  ax 
den  mit  a  =  r  cot  ß  multiplicierten  Wert  von  z.  ß.  10°  sin  ß,  der 
aus  Tafel  6a  entnommen  wird,  wiederholt  auftragen  und  die  Theil- 
punkte  mit  S  verbinden. 

Für  kleine  Werte  von  e  hat  man 
,  cos  ß  (1 —  i  e2)  +  e  sin  ß  ...        ,0         .    n 

1  cos  ß  I  O  I  l 

,  1  —  sin  ß2  (1  —  \e'-)  -f-  e  sin  ß  cos  ß      _  cos  ß2  -f  e  sin  ß  cos  ß  -\-  ^e2  sin  ß- 

cos  ß2  (1  —  4e2)  -f  e  sin  ß  cos  ß         —  cos  ß2  +  e  sin  ß  cos  ß  —  \e2  cos  ß2 

=  f]  _|_  ^2sinß2 \  A je*  cos  ß*  V-» 

V     "'    cos  ß2  -f-  e  sin  ß  cos  ß'  \  cos  ß2  +  e  sin  ß  cos  ß'     ' 

also 

A2=  1  +  K;        ^=l  +  etg/3 

sin  —  =  —  e  tg  ß  -\-  e1  sec  ß2. 

Man  erkennt  aus  diesen  Ausdrücken,  dass  die  Vergrösserung 
und  Verzerrung  von  der  ersten  Potenz  von  e  abhängt,  und  daher 
schon  für  massige  Werte  von  e  beträchtlich  wird,  diese  Projektions- 
art bietet  auch  sonst  keine  wesentlichen  Vortheile.  Nur  für  ß  =  0 
wird  hieraus 

*,  - 1  -  & 

k2  =  1  -j-  \e%,     K  =  1 ;     sin  —  =  e1 , 

wo  also,  wie  man  hieraus  sieht,  die  Flächenvergrösserung  gleich  1 
wird.  Dass  diese  Beziehung  jedoch  allgemein  (nicht  nur  bis  auf  die 
zweite  Potenz  von  e)  gilt,  folgt  aus  den  Gleichungen  für  die  Cylinder- 
projektionen.  Berührt  der  Cylinder  die  Kugel  im  Äquator,  und  ent- 
stehen die  Parallelkreise  der  Karte  als  Schnitte  der  Parallelen  der 
Kugel  mit  dem  Cylinder,  so  ist  ihre  Entfernung  y  vom  Äquator  gleich 
dem  Abstände  der  Ebenen  der  Parallelen  vom  Äquator,  also  r  sin  qp; 
es  gelten  daher  die  Gleichungen 

x  =  r  A 
y  =  r  sin  cp , 
»also 

f(<p)  =  sin  cp ;       f'(q>)  =  cos  cp 

/.-,  =  cos  cp 

1         cos  <p 
also  stets 

8  sin  np2 

sin  -TT-  = 


2  1  4"  cos  qo2 

Die  Construktion  dieses  Kartennetzes  ist  sehr  einfach;  die  Parallel- 
kreise werden  erhalten,  indem  man  durch  die  Theilpunkte  a,  b  eines 
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Kreises  vom  Halbmesser  r  gerade  Linien  parallel  zum  Äquator  zieht. 
Um  die  Meridiane  zu  erhalten,  hat  man  sich  den  Äquatorumfang  auf- 
zutragen, und  diesen  dann  in  die  entsprechende  Anzahl  gleicher 
Theile  zu  teilen,  oder  direkt  die  einem  Intervalle  entsprechende  Bogen- 
länge mehrmals  abzutragen,  wozu  man  sich  der  Tafel  der  Bögen 
(Tafel  8)  bedienen  kann.     Fig.  37  stellt  dieses  Kartennetz  dar. 

Es  ist  zu  bemerken,  dass  hier  K  =  1  für  alle  Punkte  des  Bildes. 
Es  haben  in  Folge  dessen  irgendwelche  Flächentheile  des  Bildes  das- 
selbe Verhältnis  wie  die  entsprechenden  Flächentheile  der  Kugel. 
Diese  Abbildung  gehört  also  zu  den  äquivalenten  Projektionen  (s.  §  33) ; 
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Fig.  37. 

sie  rührt  von  J.  H.  Lambert  her  (s.  dessen  Beiträge  III,  pg.  181), 
wurde  aber  neuerdings  von  Piazzi  Smith  wieder  als  neu  in  Vorschlag 
gebracht.  Gcrmain  nennt  sie  gerade  isocylin arische  Projektion  von 
Lambert. l) 

26.  D)  Die  Karte  soll  zwei  Parallelkreise  mit  der  Kugel  gemein 
haben.  Legt  man  den  Kegel  so,  dass  er  die  Kugel  in  den  beiden 
gewählten  Parallelkreisen  schneidet,  so  ist  man  in  der  Wahl  der 
Funktion  /"(<?)  nicht  mehr  frei,  sondern  stets  an  die  Bedingung  ge- 
bunden, dass  der  Bogen  der  Karte  zwischen  den  beiden  Parallel- 
kreisen gleich  ist  der  Sehne,  die  zwischen  zwei  im  selben  Meridian 
gelegenen  Punkten  der  beiden  Parallelkreise  auf  der  Kugel  enthalten 
ist.  Im  übrigen  ist  das  Gesetz  allerdings  noch  willkürlich,  daher 
mannigfaltig.  Diese  Bedingung  ist  z.  B.  erfüllt,  wenn  die  Punkte 
der  Kugel  perspektivisch  von  einem  beliebigen  Punkte,  der  auch  im 
Unendlichen  liegen  kann,  auf  den  Kegel  projiciert  werden.  Wird 
aber  z.  B.  die  Bedingung  gestellt ,  dass  die  Bögen  auf  den  Meridianen 
der  Kugel  gleich  sein  sollen  denjenigen  auf  der  Karte,  so  ist  es 
selbstverständlich  nicht  mehr  möglich,  dass  der  Kegel  mit  der  Kugel 


1)  s.  Germain.,  traite  des  projections  des  cartes  geogvaphiques ,  pag.  8j 

7  ■■'(■ 
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die  beiden  Parallelkreise  wirklich  gemeinschaftlich  habe,  d.  h.  dass 
er  dieselbe  in  diesen  beiden  Kreisen  schneide,  da  die  Sehne  not- 
wendig kürzer  sein  muss  als  der  Bogen,  und  die  Erzeugende  des 
Kegelmantels  zwischen  den  beiden  Parallelkreisen  Sehne  der  Kugel 
ist.  Die  oben  ausgesprochene  Bedingung  ist  dann  so  umzuändern, 
dass  die  Masse  längs  zweier  Parallelkreise  auf  der  Karte  gleich  seien 
denjenigen  auf  den  entsprechenden  beiden  Parallelen  der  Kugel.1) 
Doch  findet  man  mitunter  die  obige  Ausdrucksweise  auch  für  diesen 
Fall,  welche  aber  dann  nur  als   eine  facon  de  parier   aufzufassen  ist. 

Sei  nun  die  geographische  Breite  des  Kartenmittelpunktes  ß,  die 
geographischen  Breiten  der  beiden  Parallelkreise,  längs  denen  die 
Masse  auf  der  Karte  gleich  sein  sollen  denjenigen  auf  der  Kugel: 
ß  —  s  und  ß  -f-  s ;  die  zu  der  Längendifferenz  X  gehörigen  Bögen 
derselben  sind  auf  der  Kugel  r  cos  (ß  —  s)  X  und  r  cos  (ß  -\-  f)  X. 

Die  zugehörigen  Halbmesser  auf  der  Karte  sind 
<p,  =  a  -\-  f(e)     und     q2  =  a  —  /(«) 
und  der  Winkel  zwischen  den  zugehörigen  Meridianen  mk,  demnach 
die  zugehörigen  Bogenlängen: 

[a  -|-  /"(«)]  mX     und     [a  —  /'(«)]  mX. 

Die  oben  ausgesprochene  Bedingung  giebt  die  Gleichungen: 

Ya  ~f~  f(£)\  m^  —  ;'  cos  (ß  —  s)^ 
[a  —  /*(*)]  mX  =  r  cos  (ß  -\-  s)X, 
oder 

[a  ~f~  /"(*)] m  ==  r  cos  ß  cos  £  H~  r  sm  ß  sm  £ 
[a  —  /(f)]  m  =  f  cos  ß  cos  e  —  r  sin  ß  sin  s. 
Durch  Addition  und  Subtraktion  dieser  beiden  Gleichungen  folgt: 

am  =  r  cos  ß  cos  £ 

ff  \  ■     ß    •  (m) 

/(f)m  =  r  sin  ß  sin  s  ' 

und  durch  Division  der  letzten  beiden 

a  =  cot  ß  cot  £/'(«), 

während  die  zweite  der  beiden  Gleichungen  (m) 

o    sin  £ 
m  =  r  sin  ß    ,.  . 

liefert.     Die  Gleichungen  dieser  Projektion  werden  demnach 

„  .,  Q  sin  e  \ 

&  =  mX]     m  =  r  sm  ß     .      1 

9  =  cot  ß  ^L  +  /'(,)         ) 

ö)  Die  Projektion  sei  eine  perspektivische,  dann  kann  man,  wie 
schon  §  23  erwähnt  ist,  den  Kugelhalbmesser  so  weit  zusammenziehen, 


1)  Eigentlich   dasselbe    Verhältnis  zu    den    Meridiangraden    haben,  wie  auf 
der  Kugel. 
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dass  der  Kegel  die  Kugel  nicht  in  zwei  Parallelen  schneidet,  sondern 
im  mittlem   Parallel  berührt. 

b)   Die   Masse   längs   der  Meridiane   sind   auf  der  Kugel   und  in 
der  Karte  gleich.     Dann  ist 

f(e)  =  re;         f'{e)  =  r 

/"(*)  =  r  8 ' 
folglich  die  Gleichungen  der  Projektion 

_  ,  .      Q    sin  s   . 

@  =  m  a  ;      m  =  sm  p 

Q=>r  cot  /3  -r-f-  +  rc  ) 


(31  b) 


Dieses  ist  die  fälschlich  nach  De  t'Isle  genannte  Projektion,  wel- 
cher Gelehrte  dieselbe  für  die  Darstellung  der  1745  publicierten  grossen 
Karte  von  Russland  verwendete.  Doch  ist  dieselbe  zuerst  von  Mer- 
cator gewählt  worden  und  sie  soll  demnach  auch  die  Merca/or'sche 
Kegel projektion  genannt  werden.  In  seinem  grossen  „Atlas  sive  cosmo- 
graphicae  meditationes  de  fabrica  mundi  et  fabricati  figura",  welcher 
1594  in  Duisburg  erschien,  sind  hauptsächlich  zwei  Projektionen1) 
verwendet,  und  zwar  erstens  Karten  mit  wachsenden  Breiten  (s.  §  28) 
und  zweitens  die  hier  eben  beschriebene ;  für  Europa  spricht  Mercator 
das  Princip  in  den  Worten  aus:  „Medius  meridianus  50.  reliqui  ad 
huiic  inclinantur  pro  ratione  60.  et  40.  parallelorum".  Für  die  Karte 
von  Europa  wählt  also  Mercator  als  Parallelkreise,  in  denen  die  wahren 
Masse  stattfinden,  oder  richtiger  ausgedrückt,  in  denen  das  Verhältnis 
zwischen  Längengrad  und  Breitengrad  das  richtige  ist  (gleich  dem 
auf  der  Kugel)  die  Parallelkreise  von  40°  und  60°  geographischer 
Breite.  Zwischen  diesen  beiden  werden  die  Längengrade  kleiner  als 
sie  es  im  Verhältnis  zu  den  Breitengraden  sein  sollten,  über  die 
Grenze  hinaus  grösser. 

Im  Jahre  1735  hat  von  derselben  Projektion  D'Anville  Gebrauch 
gemacht  für  seine  grosse  Karte  von  China2) 5  die  Parallelkreise,  in 
denen  Breiten-  und  Längengrade  im  richtigen  Verhältnis  stehen, 
haben  die  geographischen  Breiten  -f-  20°  und  -4-  50".  Jos.  Nichts  de 
Vlsle  verwendete  diese  nach  ihm  benannte  Projektion,  wie  schon  oben 
erwähnt,  bei  der  1745  publicierten  grossen  Karte  von  Russland,  die 
sich  zwischen  40°  und  70"  nördlicher  Breite  erstreckt,   wobei   in  den 


1)  Ausserdem  findet  sich  eine  Weltkarte  und  die  Karte  von  Amerika  (in 
selbstverständlich  sehr  abenteuerlicher  Form)  in  stereographischer  Aquatoreal- 
projektion,  eine  Karte  der  Polargegenden  in  äquidistanter  Polarprojektion  und 
ferner  eine  Karte  von  Asien  und  eine  von  Africa  in  der  zweihundert  Jahre 
später  in  ausgedehnter  Verwendung  gekommenen  fälschlich  als  .Bcmne'sche  Pro- 
jektion bezeichneten  Darstellung  (s.  §  41). 

2)  Carte  la  plus  general  et  qui  compreud  la  Chine,  la  Tartarie  Chinoise  et 
le  Tibet  par  M.  d'Anvüle.    La  Haye  1735. 
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Parallelkreisen  von  47  £°  und  621°  Breite  die  wahren  Verhältnisse 
zwischen  Graden  des  Parallels  und  des  Meridians  erscheinen.  In  der- 
selben Projektion  ist  auch  sein  1754  erschienener  „Atlas  geographicus 
ornnes  orbis  terrarum  regiones  in  41  tabulas  exhibens.  Berolini  1754" 
gezeichnet. 

Für   die  Zeichnung   des  Netzes  kann   man  sich  der  Tafel  9   be- 
dienen, welche  die  Werte  von  ^-^  und  ,-  -  von  Grad  zu  Grad  zwischen 

;  £  tg  £ 

den  Grenzen  0°  und  20°  giebt.     Für  s  =  0,  wird  — -  =  1 ,  r-^-  =  1 

O  f.  >    tg  s 

und    die   Gleichungen   gehen    in   jene  für    die    einfache  Ptolctnäische 

Kegelprojektion   über,    wie    es    auch    sein    muss,    da  für   £  =  Ü  die 

beiden  Parallelkreise,  welche  Kegel  und  Kugel  gemeinschaftlich  haben , 

zusammenfallen,  also  der  Kegel  die  Kugel  berührt. 

Für  die  Vergrösserungen  hat  man: 

kx  =  1 

4.  o     £      i  a  i        .     ö  sin  £ 

cot  ß  , V-  e         cos  ß  cos  s  ■+■  e  sm  ß  — 

.  .       „  Slü  £  r  tg  £ r  £ 

/t2  —  sin  p  —  .     cos  ß  _  e)  ((.os  ß  _  ej 

cos  ß  cos  £  -f-  sin  ß  sin  e  —  1 1 )  sin  ß  sin  £ 

cos  ( ß  —  e) ' 


_  cos  (ß  —  £)        /..  e\  sin  ß  sin  £ 

"~  cos  (ß  —  e)        V  £/ 


cos  (ß — e)         V  £/COS(ß  —  C)  ' 

oder  wenn  man  nach  Potenzen  von  c  und  e  entwickelt,  und  bei  der 
zweiten  abbricht: 

_  cos  ß  (1  —  ^£2)  -f-esinß         ,     ,     ,  ,  2  _     «v 
2  ~"  cos  ß  (1  —  ^  e*)  +  e  sin  ß  T^  ; 

und  mit  derselben  Annäherung 

sin  -  =  ~  (e2  -  £2) 

Vergleicht  man  die  hier  gewonnenen  Resultate  mit  denjenigen  für 
die  einfache  Ptolemäische  Kegelprojektion,  so  findet  man,  dass  die 
möglichste  Gleichförmigkeit  in  der  Vergrösserung  und  die  möglichst 
geringe  Verzerrung  hier  noch  mehr  erreicht  ist,  wie  bei  jener.  Obzwar 
hier  nebst  Vergrösserungen  (für  e  >  s)  auch  Verkürzungen  (für  e  >  e) 
vorkommen,  so  wird  doch  die  grösste  Abweichung  des  Verhältnisses 
zwischen  Längen-  und  Breitengraden  vom  wahren  nicht  so  stark  werden 
wie  bei  der  einfachen  Ptolemäischen  Kegelprojektion.  Ist  die  Ausdehnung 
der  Karte  in  Breite  2e,  und  wählt  man  s  so,  dass  die  Karte  durch  die  beiden 
Parallelkreise,  auf  welchen  die  Masse  auf  der  Kugel  und  in  der  Karte 
gleich  sind,  in  drei  gleiche  Theile  getheilt  wird,  so  wird  £  =  ^e,  also 
der  Maximalwert  der  Vergrösserung  am  Rande  der  Karte  gleich  1  +  -f  e2. 

Um  eine  Karte  nach  dieser  Projektion  zu  zeichnen,  wird  man 
auf  den   durch   den  Kartenmittelpunkt    gehenden    Meridian   (welcher 

natürlich  geradlinig  ist)   den  Wert  von  cot  ß  .  .        auftragen;    wählt 
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man  den  Aquatorgrad  als  Einheit,  so  wird  man  den  Betras  L '    ,  . -r^- 

1  °  '  °   arc  i°     tgf 

zu  nehmen  haben.     Den  ersten  Paktor  -— ^  kann  man  aus  Tafel  13 

arc  ln 

(Argument  ß  =  <p)  in  der  Columne  q  entlehnen ;  multipliciert  man 
den  hieraus  erhaltenen  Wert  mit  dem  in  Tafel  9  gefundenen  Werte 
von  7 — ,  so  erhält  man  den  Abstand  der  Kegelspitze  (Mittelpunkt 
der  Kartenparallelen)  vom  Kartenmittelpunkte.  Sei  z.  B.  die  geogra- 
phische Breite  des  Karten mittelpunktes  /3  =  40°,  und  soll  2s  (die 
Breitendifferenz  der  beiden  Parallelkreise ;  in  denen  die  Verhältnisse 
der  Längen  und  Breitengrade  die  richtigen  sind)  gleich  10°  sein,  so 
wird  aus  Tafel  13  (für  0  =  40°)  o  =  68  282  und  aus  Tafel  9  für 
s  =  5°  :~=  0-99746,  daher  cot  ß  -^  =  68-11.  Trägt  man  diesen  Wert 

lg  £  tg  £  ° 

vom  Kartenmittelpunkte  aus  auf  dem  mittleren  Meridian  nach  auf- 
wärts auf,  so  ergiebt  sich  der  Mittelpunkt  S  der  Parallelkreise  der 
Karte.  Ferner  trägt  man  vom  Kartenmittelpunkte  auf  dem  Mittel- 
meridian nach  beiden  Seiten  wiederholt  die  Einheit  auf  (1°  des  Me- 
ridians wurde  ja  als  Einheit  gewählt)  oder  die  Länge  =  10,  wenn  die 
Parallelkreise  von  10  zu  10  Graden  gezogen  werden  sollen,  so  sind 
die  durch  die  Theilpunkte  gezogenen  Kreise,  deren  Mittelpunkt  S  ist, 
die  Parallelkreise  der  Karte.   Um  die  Meridiane  zu  ziehen,  wird  man 

etwa  für  die  Längendifferenz  X  =  10°  den  Wert  ml  =  10°  sin  ß  — - 
bestimmen;  der  erste  Faktor  10°  sin  ß  findet  sich  aus  Tafel  6  für  das 
gewählte  Beispiel  gleich  011219;    der  zweite  Faktor  ^^  aus  Tafel  9 

zu  0-99873,  daher  10°  sin  ß  .  ^~  =  0-11205,  also  für  den  Halbmesser 

68*11  die  Bogenlänge  gleich  7-63  Theile,  welche  man  auf  dem  mitt- 
leren Parallel  wiederholt  aufträgt.  Verbindet  man  die  erhaltenen 
Punkte  mit  S,  so  erhält  man  die  Kartenmeridiane  von  10°  zu  10°; 
sollen  auch  die  Zwischenmeridiane  (etwa  von  Grad  zu  Grad)  gezogen 
werden,  so  wird  man  die  abgetragene  Bogenlänge  (hier  7-63)  in  die 
entsprechende  Anzahl  Theile  zu  theilen  haben,  und  die  Theilpunkte 
mit  S  verbinden. 

Man  könnte  nun  fragen,  wie  man  s  wählen  soll,  damit  die  Ver- 
größerung der  Karte  am  Rande  übereinstimmen  soll,  mit  der  Ver- 
kleinerung in  der  Mitte  der  Karte;  diese  Frage  stellte  sich  Eider1). 
Eine  genäherte  Lösung  erhält  man  sehr  leicht  aus  den  obigen  Nähe- 
rungsformeln. Am  Rande  der  Karte,  für  e  =  ex  ist  nämlich  die  Ver- 
grösserung  1  -{-  \  (et2  —  e7) ;  in  der  Mitte  für  e  =  0  wird  die  Ver- 
kleinerung 1  —  \sl.     Das  Bild   eines  Elementes  da   der  Kugelfläche 


1)  In  seiner  Abhandlung:  „De  Projectione  geographica  de  Lisliana  in  mappa 
generali  imperiiRussici  usitata"  in  den  Actis  Academiae  scientiaruniPetropolitanae 
1777.  I.   Thl.    p.  143  ff. 
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bat  daher  auf  der  Karte  an  den  beiden  Stellen  den  Flächeninhalt 

da  -j-  da  .  %  (e,2  —  £2) 
und 

da  —  da  .  ^e2. 

►Soll  die  Vergrösserung  ^da{e^  —  s'*)  im  ersten  Falle  gleich  sein 
der  Verkleinerung  ^das-  im  zweiten  Falle,  so  niuss 

sein,    woraus  folgt 

s=lj/2  .ei  =0-7071076', 
und   die   thatsächliche   Deformation  (Vergrösseruug    am   Rande    und 
Verkürzung  in  der  Mitte)  wird  gleich  \ex-. 

Für  ei  =  5°  (einer  Gesammtausdehuung  der  Karte  von  10°  ent- 
sprechend), wird  \ef  =  0*0019038,  demnach  die  Vergrösserung  in  der 
Richtung  der  Parallelen  am  Rande  der  Karte  1-0019,  in  der  Mitte  0*9981. 

Für  el  —  15°  (einer  Gesammtausdehuung  der  Karte  von  30°  ent- 
sprechend) werden  diese  Zahlen  1-0171,  0-9829,  also  die  Deformation 
trotz  der  beträchtlichen  Ausdehnung  der  Karte  noch  immer  so  klein, 
dass   die  Darstellung  als   eine  befriedigende  angesehen   werden  kann. 

Euler  löst  die  Aufgabe  in  der  Weise,  dass  auf  den  beiden  äusser- 
sten  Parallelen  der  Karte  die  Vergrösserungen  unter  einander  gleich, 
und  gleich  der  Maximalverkürzung  auf  der  Karte  sein  sollen.  Die 
Länge  des  Parallelbogens  ist  allgemein  auf  der  Kugel  ;-  cos  (ß  —  e) .  X\ 
auf  dem  Kegel  (a  -f-  re)  mX\  die  Differenz  ist  daher  für  den  südlich- 
sten Parallel  der  Karte 

(a  -\-  rex)  mX  —  r  cos  (ß  —  et)  X 

und  für  den  äussersten  Parallel,  der  nördlich  vom  Kartenmittelpunkte  liegt: 

(a  —  re2)  mX  —  r  cos  (ß  -f-  c\)  X. 

Die  Gleichheit  dieser   beiden  Ausdrücke  führt  auf  die  Gleichung 

{a  -f-  ret)  m  —  r  cos  (ß  —  ex)  =  (a  —  re2)  in  —  r  cos  (ß  -f-  e2),    (n) 

woraus  folgt:  ro        .  ftt  .     . 

&  m  _  cos  (j3  —  et)  —  cos  (ß  +  et) 

et  +  es 

Nun    ist    ß  —  ex  =  qp,     die    Breite    des    südlichsten    Paralleles 

ß  -f-  e 2  =  qp2  diejenige  des  äussersten  nördlich  gelegenen,  und  6',-f-  £2 

=  iff  *)  der  zwischenliegende  Bogen,  daher  wird 

COS  qp,  —  COS  qp« 

m  =  — — — . 

Man  braucht  daher  zur  Bestimmung  von  m  die  Lage  derjenigen 
Parallelkreise,  für  welche  die  Masse  auf  der  Kugel  und  dem  Kegel 
dieselben  sein  sollen,  gar  nicht  zu  kennen.  Für  einen  Punkt  zwischen 
diesen  beiden  Parallelen  wird  die  Verkürzung 

V  =  r  cos  (ß  —  e)  X  —  {a  -\-  re)  mX. 

Dieselbe  wird  ein  Maximum,  wenn 

de 


1)  Im  Bogenmass  für  den  Halbmesser  1  ausgedrückt. 
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Es  ist  aber 

ITe  =  tr  ,siu  ^  ~~  ^  ~~  m'^  l 
und  dieses  wird  Null,  wenn 

sin  (ß  —  e0)  =  ?w 
und  der  zugehörige  Wert  der  Vergrösserung  ist 

jr  =  [r  cos  (0  —  eQ)  —  (fl  -f  re0)  sin  (/J  —  <?0)]  A, 
wobei  *?„  bestimmt  ist  durch  die  Gleichung 


sin  (0  -  e0)  = 


COS  qpi  —  COS  qp2 


Wir  wollen  nun  e0  =  0  wählen,  d.  h.  der  Mittelpunkt  der  Karte, 
dessen  Breite  ß  ist,  soll  so  gewählt  werden,  dass  für  ihn  die  Ver- 
kürzung ein  Maximum  wird.  Er  wird  dann  nicht  gerade  Mitte  der 
Karte,  sondern  als  Mittel-  oder  Hauptpunkt  in  der  bereits  früher  er- 
wähnten Bedeutung  zu  bezeichnen  sein.    Seine  Lage  ist  bestimmt  durch 

n  COS  m,  —  COS  ffl»  /    \ 

sm  ß  =  — ^ —    '  w 

wenn  <p,,  cp2  die  geographischen  Breiten  der  äussersten  Parallelen 
und  ip  die  im  Bogenmass  für  den  Halbmesser  1  ausgedrückte  Breiten- 
differenz  desselben  ist.     Der  Wert  der  Maximalverkürzung  ist 

(r  cos  ß  —  a  sin  ß)  A 
und  aus  der  Bedingung,  dass  dieser  Wert  gleich   sei  der  Verlänge- 
rung am  Rande  der  Karte,  folgt: 

(r  cos  ß  —  a  sin  ß)  =  (a  -J-  ?'<?i)  sin  ß  —  r  cos  {ß  —  <?,) 
und  da  ß  —  ex  =  gp,  ist: 

r  (cos  B  4-  cos  qp.)        0       . 

sin  ß  '  ' 

_   r  fcos  ß  -f  cos  cpt  "1  r  [cos  ß  +  COS  qp2     ,         1  ,-v 

^  —  ¥  L         sin  f?  6tJ  —  -2  L  sin  ß  "*"  6-'J  W 

welche  Werte  wegen  (n)  übereinstimmen  müssen. 

Für  <p,  =  40°,  y2  =  70°  wird  log  m  =  log  sin  ß  —  990839,  dem- 
nach ß  =  54°  4' 40"  also  nahe  der  Mitte  der  Karte  entsprechend.  Es 
wird  dann  m  =  0-80982 

ex  =  14°  4' 40"  =  0-24570 
e2=  15°55'20"  =  0-27790, 
folglich   der  Halbmesser  des  Punktes   für   die  Breite  ß   nach   obigen 
Formeln : 

a  =  0-71232  r, 
der  Halbmessser  des  nördlichsten  Parallels 

q{=  a  —  rel  =  0-46662  r 
derjenige  des  südlichsten 

Q2=a  +  re2=  0-99022  r, 
wobei   die  Länge  eines  Grades   des   Meridians   0-01745;-  ist.     Nimmt 
man  diese  Länge  als  Einheit,  so  wird 

a  =  40-8206 
p,  =  26-7428;     q2  =  56-7428. 
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Hiernach  lässt  sich  die  Karte  sehr  leicht  construieren.  Ist  die 
Breite  der  äussersten  zur  Darstellung  gelangenden  Parallelen  cp{  cp2 
gegeben,  so  berechnet  man  nach  («)  die  Breite  ß  des  mittleren  Parallels, 
uach  (ß)  dessen  Halbmesser,  den.  man  vom  Karteumittelpunkte  auf 
den  ersten  Meridian  aufträgt,  und  erhält  so  den  Mittelpunkt  sämmt- 
licher  Parallelkreise.  Die  Formel  &  =  l  sin  ß,  giebt  den  Winkel  an 
der  Kegelspitze  für  den  Meridian  einer  beliebigen  Längendifferenz,  wo- 
bei man  sich  der  Tafel  6  (für  l  =  10°)  bedient.  Die  übrigen  Meri- 
diane erhält  man  durch  entsprechende  Eintheilung  oder  Übertragung. 
Trägt  man  am  ersten  Meridian  nach  beiden  Seiten,  die  zu  den  Winkel- 
abständen der  Parallelkreise  gehörigen  Bögen  auf,  so  erhält  man  die 
im  ersten  Meridian  gelegenen  Punkte  der  Parallelkreise,  durch  welche 
man  aus  dem  gemeinsamen  Mittelpunkte  Kreise  beschreibt.1) 

Setzt  man  in  der  Mercator'schen  Kegelprojektion  ß  =  0,  so  geht 
der  Kegel  in  einen  Cylinder  über,  der  mit  der  Kugel  die  beiden  Pa- 
rallelkreise, von  der  Breite  +  s  gemein  hat.  Es  ist  m  —  Q}  q  =  oo; 
dann  wird  aber 

x  —  r  cos  s  .  X 

y  =  r<P, 
weil  die  Masse  auf  der  Karte  längs  der  A'-axe  gleich  sind  den  Massen 
auf  der  Kugel  längs  des  Parallelkreises  von  der  Breite  e.  Es  verhält 
sich  demnach  die  Länge  eines  Längengrades  zu  derjenigen  eines 
Breitengrades  wie  cos  s:  1,  welches  Verhältnis  für  die  Breite  e  das  richtige 
ist.  Zeichnet  man  Meridian  und  Parallelkreise  in  gleichen  Winkel- 
abständen, so  entsteht  ein  Netz  von  rechteckigen  Maschen,  deren  Länge 
(Richtung  der  y)  sich  zur  Breite  (Richtung  dera:)  verhält,  wie  l:cos«. 
Diese  sogenannte  rechteckige  Plättkarte  hat  ßourgignun  cl'Anville  zur 
(Jonstruktion  seiner  Karte  von  Guinea  (im  Jahre  1776)  verwendet, 
indem  er  dabei  die  Karte  natürlich  nicht  zwischen  den  Breiten  —  s 
und  -|-  s  erstreckte,  sondern  nur  jenen  Theil,  der  in  der  Nähe  des 
Parallels  der  Breite  e  liegt,  zeichnete. 

Quadratische  und  rechteckige  Plattkarten  sind  übrigens  so  natur- 
gemässe  Darstellungen,  dass  es  wol  nicht  nur  einen  einzigen  Erfinder 
derselben  giebt2).  Handelte  es  sich  darum,  ein  nicht  willkürliches  son- 


1)  Die  Breiten    der  Parallelkreise,  in  denen  die  Masse   auf  der  Kugel  und 
dem  Kegel  gleich  sind,  folgen  aus  der  Gleichung 


also : 
oder 


q  .  m  1  =  r  cos  g?  .  I 

i  r  /cos  ß  -f-  cos  qpj  \    .        1  IQ  _    . 

\1\         sinß  ~  e0  ±  re)  m  =  T  C°S  {ß  +  C) 

cos  ß  4-  cos  qp,            .   _         .  cos  (ß  +  e)  cos  qp,  —  cos  <p2 

1  —  et  +  2 e  =  2 N-^       wo  m  = 


sin  ß  '  —  m  ip 

sowol  für  die  oberen  als  auch  für  die  unteren  Zeichen. 

2)  Nach  d'Avezac  rührt  die   quadratische  Plattkarte   von  Eratosthcncs  her. 
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dern,  wenn  auch  nur  auf  Schätzung  beruhendes  Bild  eines  Theiles 
der  Erdoberfläche  zu  geben,  so  war  es  am  natürlichsten  sich  ein  Netz 
von  Meridianen  und  Parallelkreisen  ohne  Rücksicht  auf  Krümmung 
derselben,  derart  herzustellen,  dass  sich  die  Netzlinien  wie  in  der 
Natur  rechtwinklig  durchschneiden.  Je  nachdem  man  dabei  auf  die 
verschiedene  Länge  der  Grade  der  Meridiane  und  Parallelen  keine 
Rücksicht  nimmt,  oder  dieselbe  berücksichtigt,  entsteht  die  quadratische 
oder  rechteckige  Plattkarte. 

Anmerkung.  Obzwar  sowol  die  perspektivischen  als  auch  die  Kegel- 
projektionen bereits  in  ihren  Principien  von  Cl.  Ptolemäus  angegeben  waren, 
bediente  man  sich  im  Mittelalter  vor  der  Zeit  des  Wiedererwachens  griechischer 
Kunst  und  Wissenschaft  anfanglich  nur  sogenannter  Compasslcarten.  Diese  wur- 
den für  die  Zwecke  der  Seefahrer  angelegt,  waren  ohne  Gradnetz  entworfen, 
und  enthielten  an  dessen  Stelle  ein  Netz  von  Windrosen ,  woher  auch  ihr  Name 
rührt.  Das  älteste  uns  erhaltene  Kartenwerk  des  Mittelalters  soll  dasjenige  des 
Petrus  Vessconti  aus  Genua  sein.1)  Das  in  der  k.  k.  Hofbibliothek  in  Wien 
enthaltene  Exemplar  (Cod.  membr.  594)  enthält  nur  solche  Compasskarten;  ebenso 
das  aus  dem  Jahre  1480  stammende  Kartenwerk  des  Graciosus  Benincasa  aus 
Ancona  (Exemplar  der  k.  k.  Hofbibliothek  Cod.  membr.  355).  Hingegen  ist  die 
Kartensammlung  des  Battista  Agnese  aus  Genua,  die  aus  dem  Jahre  1548 
stammen  soll  (sowol  der  von  Wieser  beschriebene  Portulan  des  Infanten  und 
nachmaligen  Königs  Philipp  IL  von  Spanien,  als  auch  das  in  der  Hofbibliothek 
in  Wien  befindliche  Exemplar:  Cod.  membr.  623,  lassen  sowol  bezüglich  des 
Autors  als  der.  Entstehungszeit  nur  Schlüsse  zu;  in  dem  letztem  ist  die  sich 
hierauf  beziehende  handschriftliche  Bemerkung  weggekratzt),  durchaus  nicht, 
wie  Wieser  meint,  „projektionslos",  sondern  auf  ein,  allerdings  nicht  einge- 
zeichnetes quadratisches  Maschennetz  zu  beziehen ,  d.  h.  sämmtliche  Karten 
sind  quadratische  Plattkarten.  Verzeichnet  sind  allerdings2)  nur  die  Compass- 
ötriche ,  allein  auf  dem  geradlinigen  Meridiane  des  Kartenmittelpunktes  und  der 
darauf  senkrecht  stehenden,  den  Parallel  desselben  darstellenden  Geraden,  sind 
in  gleichen  Entfernungen  die  Längen-  und  Breitengrade  aufgetragen  und  be- 
schrieben. Karte  32)  (der  grosse  Ocean)  enthält  z.  B.  von  den  Netzlinien  den 
Meridian  des  Kartenmittelpunktes,  den  durch  letzteren  gehenden  Äquator,  und 
die  beiden  Wendekreise.  Nur  Karte  6  und  72)  enthalten  auch  diese  Eintheilung 
nicht.3)  Dies  bemerkt  auch  B'Avezac  (1.  c.  p.  298):  „Projetee  ä  echelle  con- 
stante  sur  un  Systeme  de  roses  symetriquement  reparties,  ces  cartes  appartien- 
nent  virtuellement  ä  la  famille  primitive  des  cartes  plates  et  il  fallut  une  bieu 
grande  ignorance  ou  un  parti  pris  d'adulation  bien  ehonte,  pour  faire  honneur 
au  prince  Henri  de  Portugal  au  XV.  siecle  de  l'invention  de  cette  projection, 
la  plus  ancienne  et  la  plus  vulgaire  de  toute."  (S.  hierzu  das  §  14  gesagte.) 
Als  eine  Modification  der  damals  gebrauchten  rechteckigen  Plattkarten  hat 
man  die  trapezförmigen  Plattkarten  anzusehen,  welche  aus  dem  Bestreben  her- 
vorgegangen zu  sein  scheinen,  das  Verhältnis  der  Längengrade  zu  den  Breiten- 
graden mehr  der  Wahrheit  anzupassen,  indem  man  das   Abnehmen  der  Grade 


1)  S.  z.  B.  Wieser,  Sitzungsberichte  der  philolog.  Klasse  der  Wiener  Acad. 
der  Wissenschaften,  Bd.  82.  Doch  ist  daselbst  (pag.  550)  seine  Entstehungszeit 
durch  einen  Druckfehler  auf  1518  statt  1318  angegeben. 

2)  Auf  dem  Exemplar  der  Wiener  Hofbibliothek. 

3)  Für  die  Darstellung  der  V/eltkarten  s.  §  35. 
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der  Parallelkreise  durch  die  Kartenform  (Fig.  38)  darzustellen  suchte.    Nur  der 
Meridian    a  b    des    Kartenmittelpuuktes    steht    auf   den    Parallelen    der    Karte 
a  senkrecht;    die    Grade    der  Parallel- 

kreise werden  gegen  die  Pole  zu 
kleiner,  so  aber,  dass  die  Meridiane 
geradlinig  bleiben;  die  Netzfiguren 
sind  also  sämmtlich  Trapeze.  In  dem 
griechischen  Manuskripte  1401  der 
Pariser  Bibliothek  aus  dem  14.  Jahr- 
hundert sind  die  Karten  meist  von 
dieser  Form. ]) 

M.  L.  Donny  schlug  1849  vor1), 
die  Karte   so   zu   zeichnen,   dass  ein 
■^  38-  von    zwei  Parallelkreisen   und   zwei 

Meridianen  begrenztes  Kugelstück  durch  ein  Trapez  dargestellt  werde,  für  wel- 
ches die  Verhältnisse  der  Seiten  gleich  seien  denjenigen  der  auf  dem  dargestellten 
grössten  Kreise  der  Kugel2). 

27.    E)  Wir  hatten  in   §  22   für    das    Vergrösserungsverhältnis 
bei  Kegelprojektionen  gefunden 


1 

'' 

c 

\\\\\ 

i        r 

B 

\\\\\ 

///      " 

1 

\\\\\ 
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i 
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///■ 

i 

* 
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LI  IUI; 

mW 

2       io        g        6 

•     e 

> 

z 

/      4 

J 

tu       tt 

m 


a  +  f(e) 


r  cos  (ß  —  c) 
k2  =  kt-  cos  co2  -j-  k.2  sin  a2 


tu-  w' 


kt  —  k2, 


Man  könnte  nun  auch  hier  jene  Projektion  suchen  ;  bei  welcher 
das  Vergrösserungsverhältnis  unabhängig  von  der  Richtung  wird, 
und  jene,  bei  welcher  eine  Veränderung  der  Winkel  nicht  stattfindet. 
Beide  Bedingungen  sind  gleichzeitig  erfüllt,  d.  h.  die  Projektion  ist 
eine  conforme,  wenn 

d.  h. 

q  +  fl«)     m  =    f'(e) 
r  cos  (j?  —  e)  r      ' 

woraus  folgt 

f'ie)  m 

«  +  f(e)        cos  (ß  —  e) 
Multipliciert  man  diese  Gleichung  mit  de  und  integriert,  so  er- 
hält mau 

log«  (a  +  f(e))  =  WJ_*L_  =  m  log«  tg  (45  -  1=±-)  -f  C. 

Schreibt  man  die  Constante  C  in  Form  eines  Logarithmus:  log  c 
und  geht  von  den  Logarithmen  zu  den  Zahlen  über,  so  wird: 

1)  S.  Gretscliel,  Lehrbuch  der  Kartenprojektionen,  pag.  252. 

2)  Um  Misverständnissen  vorzubeugen,  sei  hier  ausdrücklich  erwähnt,  dass 
diese  trapezförmigen  Karten  nicht  zu  den  KegelprojektioDen  zu  zählen  sind. 
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demnach 


Da  für  e  ==■  0  auch  f{e)  =  0  sein  muss,  so  wird 
a  =  c  tg  (45  —  -|  -)'", 


tß 


(—4-) 


Diese  von  Lambert  in  seinen  Beiträgen  (III  pag.  135)  angegebene 
Projektion  heisst  nach  ihrem  Erfinder  Lamberts  eon forme  Kegelpro- 
jektion.1) 

Da  hiefür 


/"(«) 


m  (ct  +  /"(e)) 
r  cos  (ß  —  e) 


r  cos  (ß  —  e) 


(«-  f) 


so  findet  man  für  das  Vergrösserungsverhältnis  bei  dieser  Projektion 


£  = 


*(«- 1) 


cos  ((3  —  e) 
oder  wenn  man  die  Poldistanz  p0  =  90  —  ß;  p  —  90  —  ß-\-e  einführt: 


(32) 


© 

M 
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Po 
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\  m 

vi  1 

^ 

fl 

Wi 

* 
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a 

r 

v* 

Po 
2/ 

sin 

P 

J 

Das  Minimum  der  Vergrößerung  findet  statt,  wenn  der  Ausdruck 

(p  V" 


£  = 


also  der  Ausdruck 


(**)" 


sin^ 


^  = 


sin  p 


1)  Lambert  leitet  dieselbe  direkt  aus  der  Ähnlichkeit  der  unendlich  kleinen 
Netztheile  ab.  —  Es  muss  dann  (s.  Fig.  28)  y'  8'  :  8' s'  =  y8  :  8s,  also  wenn  p 
die  Poldistanz  eines  Punktes  ist:  r  %vt\pd\  :  r'dp  =  gm  dl  :  dg  und  daraus 

dp  dg 

m  —  —  =  — —  , 
sin  p  g 

woraus  durch  Integration  folgt 

log  g  =  m  log  tg  \p  -\-  C. 
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ein  Minimum  wird. 

Es  ist 
dA 

(m  - 

-  cos  p)  tg  ■*£- 

dp    i 

sin  p2 
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Daher  die  Bedingung  für  das  Minimum  von  A 


cos  p  =  m, 
und  der  Minimalwert  von  k  selbst: 


/• 

~ 

a 
r 

m 

(tg 

Po 
2 

\m 

k 

= 

ß 
r 

m 

Po 

\m 

frUD' 


Pf 

Vs     2   / 

oder 

(1  +  m)m 
\  °     2   / 

Dabei  ist  noch  m  und  «  willkürlich,   und  aus  der  verschiedenen 
Wahl  derselben  gehen  verschiedene  Projektionen  hervor. 

1.  Man  kann  m  und  a  so  bestimmen,  dass  der  Kegel  die  Kugel 
in  der  Poldistanz  pn  berühren  soll.     Dann  muss 

a  =  r  tg  p0  •      m  —  cos  p0 

und  die  Gleichungen  (32)  werden 
0  =  A  cos  p0 

Q  =  r  tg  p0  (  g  ;     ) 

2.  Für  eine  Polarprojektion  wird  ;>0  =0,  der  Kegel  geht  in  eine 
berührende  Ebene  über,  und  es  wird: 

p  _  r  (  __J*a_\  tg  .p  =  /  2  sin  4P,  cos  ^ox     t    -     =  ärteW, 


also  \     cos  £p„cos/'"      /ä=«j 

0  =  A 

p==  2rtg-\p, 
welches  die  Gleichungen    der   stereographischen  Polarprojektion  sind. 
3.  Geht  der  Kegel  in  einen  Cylinder  über,  so  wird  der  Abstand 
des  Meridians  von  der  Längendifferenz  A: 

x  =  rl. 
Da  die  Halbmesser  der   Parallelen   unendlich  sind,   so   hat   man 
den  Abstand  jedes  Parallels  vom  Äquator  zu  bestimmen.    Es  ist  aber 
ganz  allgemein  der  Abstand  eines  Parallels  von  der  Poldistanz  p  von 
demjenigen  von  der  Poldistanz  pQ: 

\(  tgiP  V08*0-] 
y  =  9~Qo=r  tgp0  [UgT^  "  lJ' 

Dies  geht  für  p0  =  90"  in  die  unbestimmte  Form  0  •  oo  über; 
schreibt  man  es  in  der  Form 

=        V  tg  jp0  t 

y  cot  p0       ' 
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so  wird  y  für  pQ  =  90°  die  Form  —  annehmen.  Wenn  aber  für  einen 

Wert  z  =  zQ  der  Bruch  y  =  f  i^Sr}  =  fr   W1Y^}   so  ist  se'n  wanrer 
Wert 

Für  den  Wert  von  y  folgt  aber1): 

(d  Zähler\  T  _      cos  p0      ftg|p\COB^ * 

^      ^o      ^o=90oL        2cos^p0Atg^0/  tg^ 

(  tg  ^  \TPo  (te_ÜL)  sin  «  1      =  _  log.  tg  4» 

/gNenner\  /_    1      \  _       _  ^ 

^      dPo     'jJ^hjA        sinjV/90T 

Da  y  =  p  —  p0  gesetzt  wurde,  so  werden  positive  y  entstehen, 
für  Q>Q0,  also  für  den  betrachteten  Grenzfall,  für  südliche  Breiten. 
Soll  y  für  nördliche  Breiten  positiv  sein ,  so  muss  —  y  an  Stelle  von 
-f-  y  gesetzt  werden ,  und  es  wird : 

x  =  rl  j  ^ 

Dieses  sind  die  Gleichungen  der  gleich  zu  behandelnden  Merca- 
/or'schen  Projektion. 

Lambert  wählt  in  seiner  Anwendung  auf  die  Karte  von  Europa 
als  mittleren  Parallel,  in  welchem  die  Kugel  berührt  wird,  denjenigen, 
dessen  Poldistanz  41°  24' 35"  ist2),   d.  h.  er  macht  cos  p{>  =  3/4   und 

tg  yJ 

nach  p  von  Grad  zu  Grad  fortschreitend  von  0°  bis  90°  für  m  =  0-3, 
04,  .  .  .  1-0.  Hat  man  den  Mittelpunkt  der  Karte,  also  den  Wert  von 
p0  angenommen,  und  ebenso  den  Wert  von  m,  so  wird  man  für  r 
eine  Annahme  machen,  welche  meist  durch  den  gegebenen  Massstab 
der  Karte  bestimmt  ist,  wodurch  a  =  r  tg p0  bekannt  wird,  womit 
man  den  Mittelpunkt  der  Parallelkreise  findet,  und  von  hier  aus  mit 

tg  -y-j     mit 

o»4-r 

einen  Meridian,  z.  B.  denjenigen,  welcher  der  Längendifferenz  10° 
entspricht,  mit  Hilfe  des  zugehörigen  Winkels  &  =  m  •  10"  ein,  wozu 
man  sich  wieder  der  Tafel  6  bedienen  kann ,  für  welche  ß  =  90  —  p% 


2  * 

den  Radien   a  -, -tt— -  die  Parallelkreise  ziehen.    Zeichnet  man  dann 


d ni x  x — i   dy  x  d% 

1)  Nach  der  Formel  -JL_  =  xy       —*-  +  y  logn  y    dt   ' 

2)  Beiträge  III  pag.  139. 
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zu  nehmen  ist,  und  ergänzt  die  übrigen  durch  Theiluug  des  Intervalls, 
resp.  durch  Übertragen  desselben  nach  aussen,  so  erhält  man  das  Karten- 
netz für  diese  Projektionsmethode.  Für  m  =  \  wird  es  durch  Fig.  39 
veranschaulicht,  wo  also  cos  p{)  =  £,  daher  p0  =  60°,  ß  =  30°  ist. 

4.  Das  Vergrösserungsverhältnis  ist  bei  dieser  Projektion  in  jedem 
Punkte  unabhängig  von  der  Richtung,  aber  in  verschiedenen  Punkten 
verschieden.    Man  kann  m  und  a  so  bestimmen,  dass  dasselbe  in  zwei 


Fig.  39. 

Parallelkreisen  der  Karte  gleich  1  wird,  wie  es  Harding  für  die  Con- 
struktion  seiner  Himmelskarten  wählte.  Sind  die  Poldistanzen  der 
beiden  Parallelkreise  />,  und  p.,,  so  muss: 

Pt 


sein. 


r    sin  Pi 
Hieraus  folgt 


.  Pl  *J°     2  /   —  Bin  p9  *J°    2  /  ' 


oder 


demnach 


sin  £>, 


tg 


ta 


Ps 


m  = 


log  sin  p, 

1h 


ain  y, 

sin  y,   ' 

log  sin  p2 

Pa 
2 


log  tg  £j log  tg 

Mit  dem  so  erhaltenen  Werte  von  m  kann  man  endlich 


(34) 


be- 


stimmen. Da  übrigens  r  ganz  willkürlich  ist,  so  kann  man  auch 
für  a  eine  beliebige  Annahme  machen,  welche  sich  aus  der  Grösse, 
die  man  der  zu  zeichnenden  Karte  geben  will,  bestimmt.  Für  p{  =60°, 
p..  =  90°  ergiebt  sich 

m  =  0-6461089. 

Auch  Lambert  wählt   diese  Projektion  bereits   für  die  Karte  von 
Europa;  er  nimmt  ^  =  CO",  p2  =  20°  und  findet  m  —  078327.    Doch 


§  27.  28  113 

bemerkt  er  hierzu,  dass,  da  dies  der  cos  von  38° 26'  ist,  man  auch 
annehmen  kann,  dass  der  Kegel  die  Kugel  in  dieser  Poldistanz  be- 
rührt; diese  Projektion  ist  also  dem  Wesen  nach  dieselbe  wie  die  in 
1)  angeführte.  Praktische  Anwendung  erhielt  dieselbe  bei  der  neuen 
Karte  von  Russland l)  von  Khanikof,  welche  sich  zwischen  den  Parallel- 
kreisen von  36Q  und  68°  erstreckt.  Die  Masse  sind  erhalten  in  den 
Parallelen  von  46°  und  58°  Breite;  hieraus  folgt  m  ■==  0*789464;  in  den 
äussersten  Breiten  sind  die  Vergrösserungen  1-03123  und  1-04073. 
In  der  mittleren  Breite  von  52°  ist  dieselbe  0*99451,  also  (mit  5  Dec.) 
identisch  mit  der  kleinsten  Vergrösserung  gleich  0*99451,  welche  in 
der  Breite  ß  =  52°8'8"  stattfindet,  deren  sinus  gleich  m  ist,  woraus 
folgt,  dass  der  Kegel  die  Kugel  auch  im  Parallel  von  52° 8' 8"  be- 
rührend gedacht  werden  kann. 

/.  F.  W.  Herschel  schlägt  diese  Projektion  in  dem  Journal  of  the 
Royal  Geographical  Society  Bd.  30,  Jahrg.  1860,  als  neu  vor.2)  Auch 
seine  Ableitung  ist  nur  eine  Spezialisierung  der  im  4.  Kapitel  ent- 
haltenen allgemeinen  Gauss'schen  Theorie,  weshalb  auf  dieselbe  hier 
nicht  weiter  eingegangen  werden  soll. 

28.    F)  Für  Cylinderprojektionen  war  gefunden: 

*,  =/"(9>) 
l 


k 


2  cos  qp 


tg  co  =  ~  tg  to. 

Die  Projektion  wird  daher  eine  conforme3),  wenn 
l 


f(<P) 


COS  qp 


oder 


rt«0  =-J'-£Hy  =  log»  's  (45  +  i  <*)  +  c 


sin  qp 

und  die  Gleichungen  werden  demnach,  wenn  für  cp—0  auch  /"(qp)=0 
werden  soll ,  also  C  —  0  ist 

X==rX  l.  (33) 

y  =  r  logra  tg  (45  -f  £  y)  J 

Die  erste  Abbildung  nach  dieser  Projektionsmethode  construierte 
der  Niederländer  Gerhard  Mercalor  im  Jahre  1569  in  Duisburg.    Eine 

1)  Bulletin  de  la  societe  de  geographie  de  Paris  1862.  V.  Serie  Bd.  4  p.  185. 
,,Sur  la  nouvelle  carte  de  Tempire  de  Russie." 

2)  On  a  new  Projection  of  the  sphere.  1.  c.  pag.  100. 

3)  Das  lineare   Vergrösserungsverhältnis  ist    dann    sec  qp,    die   Fläclienver- 
grösserung  sec  qp2;  die  Werte  derselben  sind  aus  Tafel  IIa  zu  entnehmen. 
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ausführliche  Theorie  gab  er  nicht,  aber  sein  Princip  drückt  er  in 
den  Worten  aus1):  Gradns  latitudinum  versus  utrumque  poluni  pau- 
latim  auximus  pro  increinento  paralleloruni  supra  rationem,  quam 
habent  ad  aequinoctialem.  Ist  b(p  die  Länge  eines  Breitengrades  in 
der  Breite  cp ,  l(p  diejenige  des  Längengrades,  so  ist  auf  der  Kugel  btp 
constant,  nämlich   rare  1°,  und  l(p  veränderlich,  nämlich 


folglich 


l<p  =  r  cos  (p  •  arc  1( 

lq>         ~    COS  qp 


Auf  der  Karte  soll,  nun  dasselbe  Verhältnis  stattfinden;  wenn 
aber  die  Bilder  der  Meridiane  auf  dem  Äquator  senkrecht  stehende 
Gerade  sein  sollen,  so  wird  für  die  Karte  ly  constant  =  r  arc  1°  sein, 
und  dann  muss 


bu,  = 


ly  r  arc  1° 


^     "    cos  cp  cos  qp 

Nach  diesem  Gesetze  hat  Eduard  Wriglit  um  1590  eine  Karte  con- 
struiert2);  dieser  selbst  sagt,  er  habe  seine  Regel  von  der  Mercator'- 
schen  abgeleitet.  Da  dieselbe  sich  aber  nur  auf  endliche  Strecken 
bezieht,  und  eine  sprungweise  Änderung  involviert,  so  wird  sie  nur 
richtig,  wenn  man  auf  unendlich  kleine  Theile  übergeht,  für  welchen 
Fall  man  /y  als  das  unendlich  kleine  Increment  des  Längengrades 
=  rdcp  und  b,p  als  das  variable  Increment  des  Breitengrades  =  dy 
aufzufassen  hat,  woraus  wieder  die  obige  logarithmische  Form  folgt. :1) 
Die  hiernach  angefertigten  Karten,  welche  „ Mercalor'sche  Karten", 
„Seekarten",  „Karten  mit  wachsenden  Breiten11  oder  „reducierte  Karten" 
heissen,  sind  für  die  Seefahrer  von  besonderer  Wichtigkeit,  weshalb 
hier  über  dieselben  noch  einiges  gesagt  werden  soll. 

Der  Seefahrer  bestimmt  den  Ort  seines  Schiffes  nur  von  Zeit 
zu  Zeit  durch  astronomische  Beobachtungen.  Kennt  er  jedoch  die 
Richtung  seines  Curses  und  die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  das 
Schiff  fährt,  so  wird  er  auch  jederzeit  im  Stande  sein,  den  Ort  seines 
Schiffes    anzugeben.      Die    Geschwindigkeit    bestimmt   er    durch    das 


1)  In  seinem  1594  erschienenen  „Atlas  sive  Cosmographiae  meditationes" 
sind  die  meisten  Karten  in  dieser  Projektion.  Hat  z.  B.  der  Kartenmittelpunkt 
die  Breite  40°,  so  drückt  Mercator  das  Gesetz  in  den  Worten  aus:  „Meridiani 
distant  ratione  40.  paralleli  ad  circulum  maximum".  Dass  es  keine  rechteckigen 
Plattkarten  sind,  sieht  man  sofort  bei  Vergleichung  der  Abstände  der  einzelnen 
Parallelen. 

2)  In  seinem  Werke  „Correction  of  errors  in  navigation."  S.  Hallen  „Au 
easy  demonstration  of  the  logarithmic  tangents  to  the  Meridian  line"  in  den 
Philos.  Trcts  für  1695—97  (Bd.  18)  pag.  202. 

3)  Diese  hat  (s.  Halley  1.  c.)  zuerst  Henry  Bond  1645  gegeben  und  James 
Gregory  in  seinen  „Exercitationes  Geometricae"  bewiesen. 
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Log,  ein  hölzernes  Dreieck,  dessen  Basis  mit  Blei  ausgelegt  ist, 
damit  es  aufrecht  schwimmt;  an  demselben  ist  die  Logleine,  eine 
lange  Schnur  befestigt,  die  in  gleiche  Theile  getheilt  ist,  von  denen 
jeder  etwas  kleiner  als  T.^  einer  Seemeile  ist.  Ein  solcher  Theil 
heisst  ein  Knoten.  Um  den  vom  Schiff  in  einer  Stunde  zurückge- 
legten Weg  zu  bestimmen,  lässt  man  die  Logleine  durch  eine  halbe 
Minute  ablaufen.  Multipliziert  man  die  Länge  des  abgelaufenen 
Stückes,  welche  den  in  einer  halben  Minute  zurückgelegten  Weg 
angeben  würde,  wenn  das  Logbrett  im  Wasser  unbeweglich  stehen 
würde,  mit  120,  so  erhält  man  den  in  einer  Stunde  zurückgelegten 
Weg.  Da  aber  120  Knoten  auf  eine  Seemeile  gehen,  so  folgt  die 
Regel:  so  viele  Knoten  die  Logleine  beim  Ablaufen  in  einer  halben 
Minute  angiebt,  so  viele  Seemeilen  legt  das  Schiff  per  Stunde  zurück. 
Nun  ist  eine  Seemeile  gleich  1855m;  also  müsste  ein  Knoten  gleich 
15^46  sein.  Allein  das  Logbrett  behält  nicht  vollkommen  seinen  Ort  bei, 
sondern  folgt  dem  Schiffe,  und  die  unter  Voraussetzung  obiger  Länge 
des  Knotens  erhaltene  sogenannte  gesegelte  Distanz  würde  erfahrungs- 
mässig  in  dem  Verhältnisse  1  :  T05  zu  klein  werden.  Man  macht 
daher  die  Länge  eines  Knotens  15-46  :  L05,  also  14-7m,  und  dann 
wird  die  angegebene  gesegelte  Distanz  mit  Rücksicht  auf  obigen  Er- 
fahrungscoe'fficienten  sofort  in  Seemeilen  erhalten.  Es  ist  noch  zu 
erwähnen,  dass  man  die  Zählung  nicht  gleich  beim  Auswerfen  des 
Logs  beginnen  darf,  sondern  dass  man  so  lange  warten  muss,  bis 
das  Logbrett  sich  ausserhalb  des  Kielwassers  des  Schiffes  befindet. 
Diese  Entfernung  wird  durch  Versuche  bestimmt,  und  dann  durch 
eine  Marke  an  der  Logleine  bezeichnet,  von  welcher  aus  die  Knoten- 
theilung aufgetragen  ist.  Man  lässt  zur  Bestimmung  der  Fahrge- 
schwindigkeit demnach  die  Logleine  von  der  Kurbel  ablaufen.  Das 
durch  30  Sekunden  nach  dem  Erscheinen  der  Marke  abgelaufene 
Stück,  ausgedrückt  in  Knoten,  giebt  die  von  dem  Schiffe  in  einer 
Stunde  gesegelte  Distanz,  ausgedrückt  in  Seemeilen.1) 

Die  Cursrichtung  bestimmt  der  Seefahrer  durch  den  Compass, 
welcher  ihm  die  Richtung  des  Meridians  angiebt.  So  lange  die  Nadel 
der  Boussole  auf  denselben  Compassstrich  (Windstrich  oder  Rhumb) 
zeigt,  wird  der  Ours  des  Schiffes  unverändert  derselbe  geblieben  sein, 
da  der  Winkel,  welchen  die  Cursrichtung  mit  dem  Meridian  ein- 
schliesst ,  für  alle  Punkte  derselbe  bleibt.  Das  Schiff  fährt  aber  dann 
nicht  in  der  kürzesten  Linie,  dem  grössten  Kreis,  denn  die  Eigen- 
schaft, dass  er  in  jedem  seiner  Punkte  mit  dem  Meridiane  denselben 


1)  Natürlich  -wird  aus  verschiedenen  leicht  bemerkbaren  Gründen  die  mit 
Hilfe  des  Log  erhaltene  gesegelte  Distanz  immer  nur  genähert  sein,  daher  auch 
der  erhaltene  Ort  nur  genähert.  Es  müssen  daher  diese  Bestimmungen  zeitweise 
durch  astronomische  Beobachtungen  controlliert  werden. 
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Winkel  einschliesst,  kommt  nur  zwei  grössten  Kreisen  zu,  nämlich 
dem  Meridian  selbst  (der  Winkel  selbst  gleich  Null)  und  dem  Äquator 
(der  Winkel  gleich  90°).  Die  Linie,  welche  das  Schiff  bei  unge- 
ändertem  Compassstrich  verfolgt,  ist  jene,  welche  zwischen  zwei 
Punkten  der  Kugel  so  gezogen  wird,  dass  sie  mit  den  Meridianen 
stets  denselben  Winkel  einschliesst;  diese  Linie  heisst  Loxodrome. 
Es  ist  nun  für  die  Schifffahrt  von  grosser  Wichtigkeit1),  dass  das 
Bild  dieser  Curve  auf  der  Karte  eine  Gerade  wird,  denn  wo  immer 
sich  auch  das  Schiff  befindet  (z.  B.  durch  einen  Sturm  verschlagen) : 
wenn  der  Schiffer  einmal  den  Ort  seines  Schiffes  durch  astronomische 
Beobachtungen  bestimmt  hat,  so  braucht  er  nur  den  Ort  auf  einer 
Karte  der  genannten  Eigenschaft  einzutragen,  mit  dem  Orte,  nach 
welchem  er  fahren  soll,  durch  eine  Gerade  zu  verbinden,  so  erhält 
er  das  Bild  der  einzuschlagenden  Linie  und  der  Winkel,  welchen 
diese  Gerade  mit  dem  Meridian  bildet,  giebt  ihm  den  Compassstrich, 
nach  welchem  er  zu  fahren  hat.  Hierzu  sind  aber  zwei  Bedingungen 
zu  erfüllen.  1.  Muss  eine  in  der  Karte  gezogene  Gerade  die  sämmt- 
lichen  Meridiane  unter  demselben  Winkel  schneiden  und  2.  muss  der 
abgelesene  Winkel  auch  der  wahre,  von  den  beiden  Linien  auf  der 
Kugel  eingeschlossene  Winkel  sein.  Die  erste  Bediugung  wird  er- 
füllt, wenn  die  Meridiane  parallele  Gerade  sind;  daher  schon  seit  den 
frühesten  Zeiten  für  Seekarten  Plattkarten  verwandt  wurden.  Allein 
die  zweite  Bedingung  wird  nicht  für  alle  Plattkarten  erfüllt,  denn 
die  Bedingung  sagt  aus,  dass  die  Abbildung  eine  conforme  sein  muss, 
und  dieses  findet  nur  für  die  Mercator 'sehe  Projektion  statt. 

Man  kann  aus  der  Eigenschaft,  dass  die  Loxodrome  sich  in  der 
zu  suchenden   Projektion  als  gerade   Linie   darstellt,   auch   die  Glei- 
chungen derselben  unmittelbar  ableiten. 2)    Sei  u  (Fig.  40)  der  Winkel, 
welchen  die  Loxodrome  mit  dem  Meridiane  einschliesst, 
so  folgt  aus  dem  Elementardreiecke  abc: 

.  bc  rdw 

cot  a  =  -  j-  = -^  , 

ab  r  cos  cpdl  ' 

oder 

dA  =  tga —  (m) 

Fig.  40.  °  COS  qp  v      ' 

Auf  der  Karte  ist,  wenn  die  F-nxe  den  ersten  Meridian  vorstellt 

_JL  =  cot  a, 
,  ,  dx  ' 

demnach 

dy  rdq> 


dx  r  cos  cpdl 


1)  So  lange  die  Schifl'fahrt  nach  ungeändertem  Compassstrich  erfolgt  In 
neuester  Zeit  wurde  jedoch  wegen  der  nicht  unbedeutenden  Differenz  der  Lange 
vom  grössten  Kreise,  dieser  zur  Schifffahrt  vorgeschlagen.    S.  hierüber  §  18. 

2)  Eigentlich  enthält  diese  Ableitung  nichts  anderes  als  die  Bedingung  der 
Conformität  für  constante  Entfernung  der  geradlinigen  Meridiane. 
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Da  für  die  Meridiane 
ist,  demnach 
so  wird1) 


x  =  rl 
dx  =  rdk , 
dcp 


dy  =  r 


cos  9 

V  =  r  logB  tg  (45  -f  £g>). 

1)  Für  das  Rotationsellipsoid,  dessen  grosse  Axe  A,  dessen  Excentricität  s 
ist,  ist  bekanntlich   der  Halbmesser  des  Parallelkreises  in  der  geographischen 

Breite  <P:  ico5<p 

Y      — . 

Vi  —  £2  sin  qp2 

und  der  Krümmungshalbmesser  des  Meridians  ebendaselbst: 


r*  = 


A{\  —  £2) 


Da  nun 

ist,  so  wird 


cot  a  = 


V(l  —  £2  sin  cp*)3 
bc  —  r2dcp;        ab  —  rtdl 
bc  1  —  £2  dcp 


ab  (1  —  £2  sin  qp2)  cos  qp     dl 

Soll  a   constant  sein,  so   wird   bei  der  Integration    der  hieraus   folgenden 
Gleichung  (1  _  j2)  d 

dl  =  tg  a  - — -— l— - 


(1  —  £2  sin  qp2)  COS  qp 
tg  et  als  constanter  Faktor  anzusehen  sein,  und  es  wird  (s.  §  48) 


l  —  In  =  tg  et 


tg(45  +  4-)(lTeS-nqP)fl  (35a) 

ö  V        '      2  /  V  1  +  £  sin  9  /   _ 


die   Gleichung  der  Loxodrome    für    das'  Ellipsoid.     Zur  Rectification  derselben 
hat  man 

A  (1  —  £2)  dcp 

oder  (s.  §  33) 


ds  =  bc  sec  a  =  sec  a  • 


s 

=  sec  et 

Für  die  Ebene  ist 

dy    = 
dx 

Uli 

d  da 

so 

wird 

AE(cp,   £)  +  ^£2 


(1  —  £2  sin  92 

sin  9  cos  9 
V(l  —  £2  sin  92) 

1  —  f2  dcp 


=  COt  CC  =  -j— 

(1  —  e2  sin  92)  cos  9      dl 


x  =  rl;        dx  =  r  dl, 
r  (1  —  £2)  (Z9 


dy  — 


(1  —  f2  sin  92)  cos  9 
r  bestimmt  den  Massstab  der  Karte,  und  nimmt  man  r  =  A,  so  wird 
x  =  AI 


Vi 


(33  a) 


Aus  der  Gleichung  für  dy  ersieht  man  ferner,  dass 

ds  =  sec  a  -  dy, 
folglich 

s  =  (2/i  —  i/o)  sec  et. 
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Aus  der  Gleichung  (in)  folgt  durch  Integration: 

A  —  A0  =  tg  a  logra  tg  (45  -f  $q>)  (35) 

uucl  dieses  ist  die  Gleichung  der  Loxodrome  auf  der  Kugel.1)  Man 
sieht  aus  derselben,  dass  es  zu  jedem  Werte  von  cp  nur  einen  Wert 
von  A  giebt,  d.  h.  jeder  Parallelkreis  wird  von  der  Loxodrome  nur 
einmal  geschnitten;  da  aber  jedem  Werte  von  A  unendlich  viele  Werte 
von  cp  gehören,  indem  A  —  A0  identisch  ist  mit  A  —  A0  -j-  2(3  7t  und 
jedem  der  Werte  A  —  l^-\-  2ait  ein  gewisser  Wert  von  cp  entspricht, 
so  wird  jeder  Meridian  unendlich  oft  geschnitten.  Für  cp  =  90° 
würde  A  =  oo  werden,'  d.  h.  der  Pol  kann  von  der  Loxodrome  nie 
erreicht  werden;  dieselbe  ist  daher  eine  Art  sphärischer  Spirale,  welche 
sich  unendlich  oft  um  den  Pol  windet,  dem  sie  sich  asymptotisch 
nähert,  ohne  ihn  je  zu  erreichen. 

Soll  eine  Loxodrome   durch   zwei  Punkte  gelegt  werden,  deren 
Längen  und  Breiten  A' cp' ;  A" cp"  sind,  so  genügt  sie  den  Gleichungen: 

A'  -  A0  =  tg  et  log„  tg  (45  +  -|-) 

-  A0  =  tg  «  log«  tg  (45  -f  -|-) , 

tg  (45  +  \) 


es  wird  also 


A"  —  A'  =  tg  a  log« 


tg  (45  +  4-) 


Hat  man  daher  auf  der  Karte  den  Massstab  auf  der  X-axe  wie  bei  der  Kugel 
denjenigen  längs  der  laxe  nach  (33a)  censtruiert,  so  wird  die  wahre  Lauge 
eines  Bogens  genau  so  gefunden,  wie  es  oben  angegeben  ist.  Um  den  Massstab 
auf  der  }~-axe  auftragen  zu  können,  dient  die  Correktionsgrösse  £,  welche  bei 
Tafel  11  neben  dem  Werte  von  log^  tg  (45  +  \cp)  angegeben  ist,  indem 

yi  =  A\logntg  (tt  +  |9)-a 

ist,  wenn 

ij  =  e2  sin  qp  -f-  -J  e1  sin  qp3 
(8.  §  48). 

1)  Für  die  rechteckige  Plattkarte  war 

x  =  al 

V  =  btp, 
woraus 

1  =  —  ;       cp  =  -f- 

a  r         b 

folgt;  in  dieser  Projektion  wird  folglich  die  Gleichung  der  Loxodrome 

<*(«  +  *!) 


—  =  tg  K  log„ 


*(«  +  **) 


b 
Für  die  quadratische  Plattkarte  ist  a  —  b  zu  setzen. 
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Das  Differential  des  Bogens  der  Loxodrorne  ist 

ds  =  bc  sec  a  =  rdcp  sec  a, 
demnach 

s  ==  r  (cp"  —  cp')  sec  a. 

Ist  a  nur  massig,  so  wird  man  leicht  nach  dieser  Formel  rechnen 
können;  ist  aber  a  nahe  90ü,  so  wird  (cp" —  cp')  sehr  klein,  sec« 
sehr  gross  und  die  Formel  ungenau.     Es  folgt  aber: 


==  r  {cp"  -  cp')  ]/\  -f  tg  d*  =  r  (cp"  ~cp')     / 1  +  -= {~ —  >'  , 


tg(45  +  ^) 

Ist  dabei  die  Differenz  9)"  —  95'  nur  klein ,  so  kann  man  setzen : 
tg  (45  -f  41)  =  tg  [45  +  ±(g>"+  9/)  +  \(cp"-  cp')] 

=    tg  T45  +  j  (cp"  +  <?')]  +  tg  W-  <p') 
l-tg|_45  +  ^(qp"4-qp')tgi(qp"-qp') 

tg  (45  -f  -f )  =  tg  [45  +  W'+  V)  -  10"-  9»')] 

_     tg  [45  +  W+  <p')]  -  tg  l(q>"-  qp')    . 
1  +  tg  L45  +  |  (<p"+  qp')]  tg  i(9"-  90  ' 

daher,  wenn  man  für  den  Augenblick 

45  4"  H<P"+ 9>')  =  9> 

KV—  90  =  * 

setzt: 

tg  (45  +  ^  )         1  4.  tSx 

^  2/  __        "*"    tgqp     _  1  +  tg  X  tg  qg  __  1  +  tgx  (tgqp  +  COtqp)+  tga;2 

t*  (45 +  .£.')  !        tga    '  I  —  tg^tgy         1  —  tga;(tgq5  4-cotqp)  +  tga;2 

0  V  2  /  tg  qp 

_   sec  x2  4~  "  tg  #  cosec  2  qa  1  -(-  sin  2  x  cosec  2  cp 

sec  a;2  —  2  tg  x  cosec  2  93   "       1  —  sin  2  a;  cosec  2  9 

•        tg(46  +  ^)  ,      . 

log«  ~ \J  =  logra  (*  +  ™  »«"»"*»») 

tg(45  4--^M  —  sin  2  ^  cosec  2  9/ 

__  9    sin  2  a;     ,    2  /  sin  2  x  V    1     2  f  sin  2  a;  \5  , 
sin  2  qp      '    f  \  sin  2  qp  /    ""•""  5  \  sin  2  (p  /    ' 

folglich  bis  auf  Glieder  dritter  Ordnung  genau 

r-  r  =  2  tg  «  8intKl^  =  tg  « •      f-'p'     , 

ö  C0s4(qp4-qp)  °  C0s4(qp4-9) 

daher 

«  =  r  l/(cp"-  cpj  4-  (r-  A7  cos  1(9)" 4-  >T, 

was  übrigens  auch  aus  der  Betrachtung  des  Dreiecks  r/öc  für  endliche, 

aber  sehr  kleine  Strecken  folgt.    Wenn  daher  cc  sehr  nahe  0  ist,  so  wird 

s  =  r  H" —  X)  cos  \(<p"-\-  cp'). 
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Auf  den  nach  der  Mercator' 'sehen  Projektion  gezeichneten  Karten 
kann  man  auf  höchst  einfache  Weise  graphisch  die  zwischen  zwei 
Punkten  enthaltene  Distanz  bestimmen.  Zu  diesem  Zwecke  ist  sowol 
in  der  Richtung  der  Längen  als  auch  in  derjenigen  der  Breiten  ein 
Rand  mit  einer  entsprechend  feinen  Theilung  versehen,  welche  in 
der  Richtung  der  Längen  gleichmässig  fortschreitet  und  zwar  ist  der 
Grad  in  60  Theile  getheilt,  so  dass  ein  Theil  gleich  einer  Seemeile 
ist1);  in  der  Richtung  der  Breiten  aber  nach  dem  Gesetze  der 
wachsenden  Breiten,  und  zwar  so,  dass  auch  für  die  kleinsten  auf 
dem  Massstabe  enthaltenen  Unterabtheilungen  dasselbe  Gesetz  (also 
das  logarithmische)   gilt.     Zur  Construktion  dieses  Massstabes   dient 

die   Tafel   ll2),    welche   die   Werte    von  logntg  (45,,+  *v)  für   <p   von 

J>  arc  1  T 

10  zu  10  Minuten  fortschreitend  giebt.  Das  Kartennetz  wird  natür- 
lich nicht  von  Minute  zu  Minute  gezeichnet,  sondern  nur  von  Grad 
zu  Grad;  behufs  Anfertigung  des  Massstabes  für  die  Breiten  schien 
es  jedoch  zweckmässig  die  y  auch  für  die  Zwischenparallelkreise  an- 
zugeben; dabei  ist  die  Bogenminute  als  Einheit  angenommen,  daher 
auch  X  in  der  Formel  x  =  r  A  in  Bogenminuten  auszudrücken. 

Hat  man  nun  auf  der  3/ercator' sehen  Karte  (Fig.  41 )  die  Länge 
einer  in  der  Richtung  der  Parallelkreise  liegenden  Strecke  ab  zu 
suchen,  so  nimmt  man  ein  in  der  Höhe  von  ab  zur  einen  Hälfte 
über,  zur  andern  unter  ab  liegendes  Stück  des  Massstabes  II  in  den 
Cirkel  und  trägt  es,  so  oft  es  geht,  auf  ab  ab;  den  Rest  misst  man 
am  Massstabe  II  in  der  geographischen  Breite  von  ab.  (In  Fig.  41 
wurde  das  Stück  yi  y2  =  8°  viermal  abgetragen ,  und  der  Rest  in  der 
Gegend  von  y  —  5°  gefunden,  daher  ab  =  37°  des  Äquators  gleich 
555  geographische  oder  2220  Seemeilen.)  Der  Grund  hierzu  liegt 
darin,  dass  bei  diesen  Karten  der  Massstab  in  jedem  Punkte  nach 
allen  Richtungen  derselbe  ist,  also  in  der  Richtung  ab  derselbe  Mass- 
stab wie  im  Punkte  a  oder  b  senkrecht  dazu,  also  der  Massstab  in 
y  gilt.  Da  die  von  den  Seefahrern  zu  messenden  Längen  nicht  allzu 
gross  sind,  so  genügt  es  ein  in  der  Nähe  von  y  (am  besten  zu  beiden 
Seiten  gleich  vertheilt)  befindliches  Stück  als  Massstab  zu  verwenden. 
Für  die  Strecke  aibi  in  der  Richtung  der  Meridiane  hat  man  den 
Massstab  II  zu  verwenden.  Man  zieht  durch  a{ ,  b{  die  Parallelkreise, 
zählt  die  Anzahl  der  zwischen  den  beiden  befindlichen  Bogenminuten 
des  Massstabes  II;  die  erhaltene  Zahl  giebt  die  Anzahl  der  Seemeilen. 
(Für  aibl  in  Fig.  41  hat  man  aß  =  22°  =  1320  Seemeilen.) 

Für  die  Länge  einer  in  einer  anderen  Richtung  liegenden  ge- 
segelten Distanz  AB,  die  natürlich  mit  der  Loxodrome  zusammen- 
fällt,  hat  man:  s  =  r  (<p" -  <p')  sec  a. 


1)  1'  des  Äquators  =  1  Seemeile. 

2)  Von  den  Engländern  table  of  meridional  parts  genannt. 
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Nun  ist  r  (<p" —  <p)  die  wahre  Länge  des  zwischen  den  beiden 
Parallelkreisen  von  der  geographischen  Breite  cp'  und  <p"  enthaltenen 
Meridians,  also  die  wahre  Länge  von  AC.  Liest  man  also  die  wahre 
Länge  von  AC  auf  dem  Massstab  II  ab1),  nimmt  die  abgelesene  Länge 
nach  dem  Massstab  I  in  den  Cirkel  und  trägt  sie  von  A  nach  C  auf, 

so  hat  man  dann 

s  =  AC  sec  a  =  AB' , 
wenn  B' C   ||   BC  ist. 

Liegt  AB  so  schief  gegen  die  Meridiane,  dass  die  Schnitte  BC, 
B' C'  nur  unsicher  werden,  so  ist  es  besser  die  Länge  BC,  wenn  sie 
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Fig.  41. 

nicht  zu  gross  ist,  mit  einem  ihrer  Mitte  entsprechenden  Stücke  des 
Massstabes  II  zu  messen,  oder,  wenn  sie  zu  lang  ist,  dieselbe  in 
einzelne  kleinere  Stücke  zu  theilen,  und  jedes  einzelne  durch  den 
seinem  Mittelpunkte  entsprechenden  Massstab  (dem  Massstab  II  in 
dieser  Breite  zu  entnehmen)  zu  messen. 

Die  wahre  Grösse  eines  Winkels  wird  natürlich  unmittelbar  der 
Karte  entnommen. 

In  ähnlicher  Weise  lassen  sich  nun  alle  Aufgaben  der  gemeinen 
Schifferrechnung  auf  den  Mercator' sehen  Karten  graphisch  lösen.  Hat 
man  z.  B.  den  Ort  eines  Schiffes  zu  einer  gewissen  Zeit  in  A  durch 

1)  Es  ist  AC=38°  des  Massstabes  II;  AC  =  38°  des  Massstabes  I;  AB'=i6° 
des  Massstabes  I,  also  J.Z?  =  2760  Seemeilen. 
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astronomische  Beobachtungen  bestimmt  und  eingetragen;  kennt  man 
ferner  den  Curs  des  Schiffes  und  den  bis  zu  einer  "anderen  Zeit 
zurückgelegten  Weg  (nach  dem  Logbuche),  so  wird  man  zunächst 
nach  dem  gegebenen  Curse  des  Schiffes  die  Richtung  seiner  Be- 
wegung AB  eintragen.  Trägt  man  jetzt  AB'  gleich  dem  wahren  Werte 
des  zurückgelegten  Weges  (Massstab  I)  ein,  zieht  B ' C  parallel  zum 
Massstabe  I,  liest  auf  diesem  den  Wert  von  AC  ab,  und  trägt  von  A 
uach  dem  Massstabe  II  die  abgelesene  wahre  Grösse  von  AC  auf, 
so  giebt  die  durch  C  parallel  zu  C B'  gezogene  Parallele  auf  AB  den 
gesuchten  Ort  des  Schiffes.  Zu  bemerken  ist  noch,  dass  die  Karten 
in  dieser  Projektion  nicht  bis  zum  Pole  fortgesetzt  werden  können,  da 
für  cp  =  90°  y  =  oo  wird ;  dies  ist  aber  für  die  Seekarten  nicht  als 
Nachtheil  zu  Jbetrachten,  indem  man  ja  bis  zum  Pole  ohnedies  nicht 
kornnit,  und  man  bis  zum  85.  Grad  mit  diesen  Karten  immer  aus- 
reicht. 

29.  Ausser  den  erwähnten  Cylinderprojektionen ,  bei  denen  ge- 
mäss ihrer  Entstehungsweise  aus  einem  Kegel,  dessen  Spitze  mit 
der  Erdaxe  zusammenfällt,  auch  die  Erzeugenden  parallel  zur  Erdaxe 

sind,  giebt  es  ausnahmsweise 
noch  andere  Darstellungsarten, 
für  welche  diese  Bedingung  nicht 
gilt.  Der  Cylinder  berührt  dann 
die  Kugel  nicht  im  Äquator, 
sondern  im  Meridian  des  Karten- 
mittelpunktes. Sei  A  (Fig.  42  a) 
der  Mittelpunkt  des  darzustellen- 
den Flächentheiles,  AP  der  Me- 
ridian des  Ortes,  welcher  in  der 
Zeichnungsfläche  angenommen 
ist,  so  dass  also  die  Erzeugen- 
den senkrecht  stehen  auf  der 
Zeichnungsfläche.  Schneidet  man 
dann  den  Cylinder  längs  einer 
Erzeugenden  auf  und  breitet  ihn 
in  eine  Ebene  aus,  so  wird  das  Bild  von  AP  eine  Gerade  A'x  werden, 
während  alle  anderen  Meridiane  und  die  Parallelkreise  durch  krumme 
Linien  dargestellt  werden.  Man  kann,  um  die  Gleichungen  für  diese 
Cylinderprojektionen  herzustellen,  zunächst  auf  ein  anderes  Netz 
übergehen,  welches  sich  genau  in  derselben  Weise  auf  den  Kreis 
AP  und  den  Pol  B  desselben  bezieht,  wie  die  früheren  Projektionen 
auf  den  Äquator  und  dessen  Pol.  Sei  Ax'  (Fig.  42b)  das  Bild  des 
Kreises  AP,  so  werden  die  durch  B  gehenden  gleiche  Winkel  mit 
einander  einschliessenden  grössten  Kreise  als  äquidistante  auf  Ax 
senkrechte  Gerade  erscheinen. 


Fig.  42  a. 
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Für  einen  Kreis  B  M  hat  man  die  Entfernung  auf  der  /l'-axe 
Ä M'  =  AM  =  x  =  ru  (gezählt  auf  dem  ersten  Meridian  vom  Kar- 
tenmittelpunkt gegen  den  Pol  zu),  wenn  r  der  Halbmesser  der 
Kugel  ist.  Ist  dann  für  einen  Punkt  Q  der  Winkelabstand  MCQ=ip, 
so  wird  man  für  die  Projektion  Q'  haben 

M'Q'  =  rf(l>), 

und  je  nach  der  Wahl  der  ^ 

Funktion  /"  wird  man  ver- 
schiedene Projektionsmetho- 
den erhalten.  Die  Glei- 
chungen für  diese  Üylinder- 
projektionen  werden  dem- 
nach : 

x  =  ru 

(36  a) 


A 


V  =  r/'(ip) 
Statt  der  zweiten  Gleichung 
kann  man  auch  schreiben 


*  =  *(f). 


a' 


M' 


Fig.  42  b. 


wobei  F  die  inverse  Funktion 

ist,    welche    aus  f  erhalten   wird,   indem   man    #   aus    der  Gleichung 

tj  =  rf(xl>)  bestimmt. 

Um  nun  u  und  ty  durch  die  Längendifferenz  und  geographische 
Breite  zu  ersetzen,  hat  man  in  den  sphärischen  Dreiecken  BPQ, 
die  Seiten 

BQ  =  90  —  il>',     (?P=90  —  y;     BP  =  90° 

und  die  Winkel 

BPQ  =  90  —  A;     PBQ  =  90  -  (ß  +  »)i 

weil  APB  =  90°  ist,  da  der  durch  den  Pol  von  AP  gehende  grösste 
Kreis  auf  AP  senkrecht  steht,  und  da  AP  gleich  dem  Complement 
der  geographischen  Breite  ß  von  A,  also  90  —  /?,  demnach 

PBQ  =  PBA  —  QBA  =  90  —  ß  —  u  =  90  --  (ß  +  m). 


Man  hat  sonach  die  Gleichungen 


sin  ip  =  cos  cp  sin  X 
cos  ^  cos  (/3  -f-  u)  =  cos  qp  cos  X 
cos  ^  sin  (ß  -f-  w)  =  sin  9) 


(36  b) 


Für  die  Vergrösserung  und  Verzerrung  gilt  das  bereits  früher 
(§  22)  gesagte,  nur  hat  man  überall  den  dort  vorkommenden 
Grössen  die  entsprechende  veränderte  Bedeutung  zu  geben.  Man  hat 
demnach    für    das    Vergrösserungsverhältnis    in    der    Richtung    der 
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x  :  kt  =  /"(4>)  ;  in  der  Richtung  der  ?/  :  k2  —  sec  ^;  für  die  Flächen- 
vergrösserung  k  —  f  (tp)  sec  ty  und  für  die  Verzerrung: 

/  tff  CD 

tg      ö      =  jy    .  , • 

°  f  (ip)  COS  1/> 

Setzt  man  oben  u  =  —  ;     i>  =  F  \~)  ein ,  so  ergiebt  sich 

sin  ?>  =  cos  i^  (-f )  sin  (j8  +  f ) ,  (37) 

welche  Gleichung  von  X  unabhängig,  und  daher  die  Gleichung  des 
Parallelkreises  von  der  Breite  cp  ist.  Die  Division  der  beiden  ersten 
Gleichungen  (36b)  giebt: 

cot  X  =  cot  F  (f )  cos  (ß  +  f ),  (38) 

welche  Gleichung,   da   sie  von  cp  unabhängig  ist,  die  Gleichung  des 
Meridians  von  der  Länge  X  ist. 
Wenn  ß  =  0 ,  so  wird 

sin  ijj  —  cos  cp  sin  X 
cos  1p  cos  u  =  cos  cp  cos  X 
cos  ip  sin  «  =  sin  qp. 
Die  Gleichung  der  Parallelkreise  ist 

sin  cp  =■  cos  F  \—)  sin 

Die  Gleichung  der  Meridiane 

cot  X  =  cot  F  (— )  cos  — 


a)  Der  Cylinder  berührt  im  ersten  Meridian   und  die  Projektion 
ist  eine  perspektivische  aus  dem  Centrum.     Es  ist 

x  =  rir1     y  =  rtg^, 
demnach 

cot  —  =  cot  cp  cos  X 

cos  qp  sin  l  r  cos  qp.sin  X 

y  -— 


Ksin  qp2  -f-  cos  qp2  cos  A2  Yl  —  cos  qp2  sin  l2 

Diese  Projektion  rührt  von  J.  Weich  her  (s.  Grelschel  Lehrbuch 
der  Kartenprojektionen  pag.  131  und  Germain  traite  des  projections 
des  cartes  geographiques  pag.  213). 

b)  Schneidet  man  die  Kugel  durch  Ebenen,  welche  parallel  sind 
zur  Ebene  der  Berührungscurve  des  umhüllenden  Cylinders,  also  hier 
des  Meridians  des  Kartenmittelpunktes,  und  sieht  man  die  Schnitt- 
linien  mit  dem  Cylinder  als  Projektionen   der  Schnittlinien  mit  der 

Kugel  an,  so  wird 

y  =  r  sin  ^, 

demnach  [{$>)  =  sin  ip  und  es  ist  demnach 
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x 


cot  —  =  cot  Cp  cos  X 


y  =  r  cos  <p  sin  X. 

Eine  Tafel  für  die  Werte  von  —  und  -y  findet  sich  bei  Lambert ' ), 

der  diese  Projektion  in  Vorschlag  brachte;  Gretschel  nennt  sie  Lamberts 
isocylindrische  Transversalprojektion.'1)  Da  für  diese  Projektion  f'{^) 
=  cos  ip ,  also  Li  =1  ist,  so  gehört  sie  zu  den  im  wachsten 
Kapitel  zu  behandelnden  äquivalenten.  Es  ist  jedoch  zu  bemerken, 
dass  bei  derselben  für  weiter  vom  Mittelpunkte  entfernte  Punkte  der 
Karte  die  Massstäbe  stark  variieren  und  zwar  kx  und  k2  im  entgegen- 
gesetzten Sinne;  daher  wird  diese  Projektion  keine  guten  Bilder 
geben,  was  auch  aus  Fig.  37  folgt,  welche  dieser  Projektion  an- 
gehört, wenn  die  Netzlinie  nicht  das  System  der  Meridiane  und 
Parallelkreise,  sondern  dasjenige  der  Höhenkreise  und  Almucantaracs 
darstellt.  Deshalb  wurde  auch  die  Tafel  für  die  x  und  y  nicht  auf- 
genommen. Die  Netzcurven  sind  auch  nicht  besonders  einfach;  man 
hat  für  dieselben: 

sin  if>  —  —  5     cos  ty  =  —  Yr'1  —  y'1  ;     cot  i>  =  —  j/r2  —  y2 

also  für  die  Parallelkreise 

sin  cp  =  —  f/r2 
für  die  Meridiane 


sin  cp  =  —  y  rl  —  y-  •  sin  — , 


cot  X  =  —  j/r2  —  y2  •  cos  —  • 
y  r 

Eine  Zeichnung  des  Netzes  giebt  Gretschel  (Fig.  16);  eine  An- 
wendung davon  könnte  man  für  die  Darstellung  von  Ländern  machen, 
die  sich  längs  eines  Meridians  erstrecken;  doch  wäre  hier  vielleicht 
auch  eine  Modifikation  der  später  zu  erwähnenden  S an son' sehen  (in 
der  Weise,  dass  der  Äquator  durch  den  Meridian  der  Kartenmitte 
ersetzt  wird)  vorzuziehen. 

c)  Lamberts  conforme  Cylinderprojektion?)  Dieselbe  ist  gleich- 
artig mit  der  MercatO)~'schen ,  nur  berührt  der  Cylinder  nicht  längs 
des  Äquators,  sondern  längs  des  ersten  Meridians;  natürlich  kann 
man   auch  den   Pol  des   letzteren  nicht   auf  der  Karte  verzeichnen. 


1)  Beiträge  III  pag.  182;  ein  Abdruck  davon  bei  Gretschel  1.  c.  pag.  127. 

2)  S.  auch  Germain  1.  c.  pag.  86. 

3)  Lambert  (s.  seine  Beiträge  III  pag.  160)  stellte  die  Aufgabe:  Äquator 
und  erster  Meridian  sollen  geradlinig  sein,  der  letztere  in  gleiche  Theile  ge- 
theilt  werden,  und  dabei  die  Abbildung  conform.  Er  löst  die  Aufgabe  durch 
unendliche  Reihen,  die  er  dann  summiert. 
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Die  Gleichungen  dieser  Projektion  sind: 

x  =  ru 
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y  =  r  log«  tg  (45  +  -f-)  =  \  log«  \ 


daher 


1  -f-  sin  t/> 

sin  ty 


cot  —  =  cot  QP  COS  A 
r  T 

r     ,  1  -4-  cos  qp  sin  Ä 

V  =  —  log«  -; — ■ — r-  * 

./  2        o»    j  —  cos  qp  S111  ^ 

Die  Werte  von  x  und  y  sind  für  r  —  1  in  Tafel  12  zusammen- 
gestellt. 

PJs  ist  für  diese  Projektion1) 

kx  ■=  ];2  =  sec  ^; 
K  =  sec  ^'-';     tg  «'  =  tg  a. 

Die  Meridiane  und  Parallelkreise  sind  aber  hier  krumme  Linien, 
die  sich  jedoch  wegen  der  Eigenschaft  der  Conformität  unter  rechten 
Winkeln  schneiden. 

Fig.  43  stellt  das  Netz  dar.  P  ist  das  Bild  des  Poles;  A  B  stellt 
den  ersten,    CD  den   90.  Meridian   vor;    die   durch    A  und   B  zu  C D 


parallel  gezogenen  Geraden  stellen  den  Äquator  vor,  der  Punkt  des 
Äquators,  dessen  Länge  90°  ist,  fällt  in  unendliche  Entfernung. 
Um  die  Gleichungen  der  Netzlinien  abzuleiten,  hat  man,  wenn  man 

Kürze   halber  x ,  y   statt    xr ,    -^  setzt : 


1)  Siebe  §  28. 
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1  -f-  cos  cp  sin  l   __    2     _       ev 
1  —  cos  cp  sin  l  ~   e~y 

ev e—v 

cos  cp  sin  X  — 

cot  Cp  cos  X  =  cot  —  • 

Eliminiert  man   hieraus   X,    indem    man   die   erste  durch  cosop, 
die  zweite  durch  cot  cp  dividiert,  quadriert  und  addiert,  so  wird 

/ey  —  e-y\2 

( —  I  -f-  sin  cp2  cot  x-  —  cos  cp2 

\  ey  -\-  e    v  ' 

als  Gleichung  des  Parallelkreises  von  der  Breite  cp.  Eliminiert  man 
op,  so  hat  man  zunächst,  wenn  die  zweite  Gleichung  in  die  erste  divi- 
diert wird: 

/  ey  _  e-y\ 
sm  cp  tg  X  _  tg  x  \-j^=i)  ■ 

Dividiert  man  die  erste  durch  sin  A,  die  letzte  durch  tg  X,  qua- 
driert und  addiert,  so*  wird 

\tf  +  e-yj  v     '  °      ; 

Diese  Projektionsmethode  wird  von  Germain  (1.  c.  pag.  210)  als 
orlhomorphe  cylindrische  Projektion  von  Lambert  bezeichnet;  sie  eignet 
sich  recht  gut  für  grosse ,  in  der  Richtung  von  Nord  nach  Süd  sich 
erstreckende  Theile  der  Erdoberfläche,  die  aber  nur  eine  geringe 
Ausdehnung  von  Ost  nach  West  haben ;  in  diesem  Falle  werden  näm- 
lich die  Entfernungen  ip  vom  Meridian  nur  sehr  klein,  daher  sec  t/> 
nur  wenig  von  der  Einheit  verschieden.  Zur  Darstellung  von  See- 
karten ist  sie  aber  nicht  geeignet,  weil  die  Loxodrome  nicht  als 
Gerade  erscheint,  da  es  die  Meridiane  nicht  sind. 

d)  Es  sei  ß  beliebig  und 

x  =  ru 

y  =  rip, 
so  wird 

cot  ( ß  -\ j  =  cot  cp  cos  X 

sin  -^-  =  cos  cp  sin  X. 
Da  F{--\—  ^-,  so  wird  die  Gleichung  der  Parallelkreise 

sin  cp  =  cos  —  sin  (ß  -j J 

und  die  Gleichung  der  Meridiane 

cot  X  =  cot    ^  cos  (ß  -j-  — j  • 
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Nimmt  man  hier  —  und  —  als  kleine  Bogen  an,  entwickelt  nach 
r  r  °  ' 

Potenzen  derselben  und  bleibt  bei  der  zweiten  Poteuz  stehen,  so  wird 
sin  cp  =  (1  -  £)  [sin  ß  (1  -  £)  +  cos  ß  •  f] 

-  sin  /3  (1  -  £  -  |^)  +  cos  ß  ■  X- 


oder 

f~2  _L  „2  9  *^  9  *•*•    ^f    Ä    J_  9*-2 

sin  ß 


(a;2  _|_  y2  _  2  r2)  _  2a;r  cot  ß  -f  2r?  sl 


welches  die  Gleichung  eines  Kreises  ist. 
Für  die  Meridiane  hat  man 

~"-?-0-£)[«'(1-iiO-".'»-7] 

=  cos/?[l  -^  --£]  -  sin/J  £ 

oder 

(^2  _i_  y2  _  2r2)  _|_  2ra;  tg  /3  +  2rj/  cot  X  sec/3  =  0 

also  ebenfalls  die  Gleichung  eines  Kreises. }) 

In  dieser  nach  ihm  benannten  Projektion  hat  Cesar  Francois 
Cassini  de  Thitry  (1714 — 1784)  die  grosse  Karte  von  Frankreich,  die 
von  seinem  Sohne  Jean  Dominique  Cassini  und  Maraldi  fortgesetzt, 
und  1793  vollendet  wurde2),  gezeichnet.  Der  erste  Meridian,  längs 
welchem  der  Cylinder  die  Kugel  berührt,  ist  der  Meridian  der  Stern- 
warte von  Paris;  dieser  Punkt  selbst  ist  Anfangspunkt  der  Messung; 
die  Meridiane  und  Parallelkreise  sind  nicht  verzeichnet,  sondern  nur 
die  beiden  sich  rechtwinklig  schneidenden  Systeme  von  Geraden. 

Thatsächlich  ist  diese  sog.  Cassini'sche  Projektion  nichts  anderes 
als  eine  Art  Plattkarte,  und  Tissot  wählt  für  dieselbe  auch  (pag.  136 
und  162)  den  Namen  Transversalplatlkarle. 

Dieselbe  wurde  unter  anderem  auch  für  die  1816  begonnene 
Militäraufnahme  der  österreichisch-ungarischen  Monarchie  verwendet/1) 


1)  Gretschel  erhält  statt  dessen  für  die  Meridiane  Parabeln  (1.  c.  pag.  126). 

Schreibt  man  die  Gleichung  tg  --  =  tg  X  cos  ( ß  -| V  so  wird       =  cos  ß  tg  X 

I  x^  \  x 

1 1 — )  —  sin  ß  tsr  X  -  — ,  also  eine  Parabel.     S.  auch  Fiorini  1.  c.  png.  449. 

\         2  rV  K    °         r ' 

2)  S.  Description  geometrique  de  la  France  par  Cassini  de  Tlmry  1783  (pag.  8). 
Der  Name  CasstW  sehe  Projektion  ist  aber  auch  durchaus  nicht  am  Platze. 
Fiorini  führt  (1.  c.  pag.  449)  eine  1670  in  dieser  ausgeführte  Karte  von  Japan 
an.  Übrigens  sind  die  dem  Mittelalter  entstammenden  Compasskarten  sämmt- 
lich  in  dieser  Projektion  gezeichnet. 

3)  S.  die  „Instructionen  für  die  bei  der  astronomisch -trigonometrischen 
Landesvermessung  und  im  Calcülbureau  des  kk.  militär-geographischen  Insti- 
tutes angestellten  Individuen"  1845  pag.  182  und  Ganahl:  „Über  die  Berech- 
nung der  neuen  Militäraufnahmen  und  Spezialkartenblätter"  1876. 
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Da  aber  die  Darstellung  nur  dann  hinreichend  genau  wird,  wenn  der 
darzustellende  Theil  der  Erdoberfläche  nicht  zu  ausgedehnt  wird,  so 
wurden  bei  dieser  Darstellung  die  Länder  auf  mehrere  Axensysteme 
bezogen,  während  bei  der  älteren  1807  begonnenen  Aufnahme  für 
die  ganze  Monarchie  nur  ein  einziges  Axensysteni,  dessen  Ursprung 
Wien  (Stefansthurm)  war,  angenommen  wurde.  Bei  der  eben  er- 
wähnten von  1816  galt  als  Ursprung: 

1.  Für  Niederösterreich,  Mähren,  Schlesien  und  Dalmatien:  Wien 
(Stefansthurm). 

2.  Für  Böhmen,  Oberösterreich  und  Salzburg:  Gusterberg  bei 
Kremsmünster. 

3.  Für  Galizien:  der  trigonometrische  Punkt  Löwen  bürg  bei 
Lemberg. 

4.  Für  die  Bukowina:  der  westliche  Endpunkt  der  bei  Radautz 
gelegenen  Grundlinie. 

5.  Für  Steiermark:  der  trigonometrische  Punkt  Schökl. 

6.  Für  Kärnthen,  Krain,  Görz,  das  Küstenland,  Istrien  und 
das  ungarische  Littorale:  der  trigonometrische  Punkt  Krimberg  bei 
Laibach. 

7.  Für  Tirol:  Innsbruck  (Pfarrthurm). 

8.  Für  Ungarn:  Ofen  (Sternwarte). 

9.  Für  Kroatien  und  Slavonien,  dann  die  westlichen  6  Grenz- 
regimenter: der  trigonometrische  Punkt  Kloster  Ivanic. 

10.  Für  die  übrigen  8  Grenzregimenter  und  das  Tittler  Bataillon : 
Ofen  (Sternwarte). 

Ebenso  wurde  diese  Projektion  für  die  Karte  von  England  von 
H.  James  in  Anwendung  gebracht  (s.  Account  of  the  Methods  and 
processes  adopted  for  the  production  of  the  Maps  of  the  ordnance 
survay  of  the  united  kingdom;  by  Lieutnant  General  Sir  Henry  James 
1875  pag.  14). 

Die  Unzulänglichkeit  derselben  für  die  Darstellung  grösserer 
Ländercomplexe,  wie  z.  B.  der  österreichisch  -  ungarischen  Mo- 
narchie erforderten  aber  bald  die  Wahl  einer  anderen  Projektions- 
methode. Hierfür  wählte  man  anfänglich  in  Osterreich  die  äquiva- 
lente Mercator" sehe  Projektion  (s.  §.  41),  später  die  vom  königlich 
preussischen  topographischen  Bureau  bereits  früher  angewandte  so- 
genannte 'Polyederprojektion. ')  Denkt  man  sich  auf  der  Erdkugel 
äquidistante  Parallelkreise  und  Meridiane  gezogen,  so  erhält  man  auf 
derselben  ein  Netz  von  Maschen,  dessen  Elemente  man  als  gerad- 
linig begrenzt  ansehen  kann,  wenn  die  Entfernung  der  Parallelen 
und  Meridiane  genügend  klein  ist;  es  kömmt  dies  darauf  hinaus,  dass 
man  durch   die  Eckpunkte  jeder  der  Netzmaschen   eine  Ebene  legt, 


1)  Zöppritz,  Leitfaden  der  Kartenentwurfslehre  pag.  99. 

Herz,  Landkarttiiprojektioneii. 
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uud  den  von  den  vier  Netzlinien  begrenzten  Flächentheil  central  auf 
dieselbe  projiciert.  Wegen  der  Kleinheit  der  einzelnen  Seiten  des 
auf  diese  Weise  entstehenden,  der  Kugel  eingeschriebenen  Polyeders, 
kann  man  die  Projektion  mit  dem  Originale  verwechseln.  Mit  Rück- 
sicht auf  den  vorgeschriebenen  Aufnahmsmassstab  von  1  :  75  000  und 
die  geographische  Lage  von  Österreich  ergaben  sich  als  zweckmässige 
Dimensionen  eines  Kartenblattes  \  Grad  des  Meridians  und  -£  Grad 
des  Parallelbogens. 

Jedes  dieser  sogenannten  Gradkartenblättcr  wird  demnach  als 
ein  Trapez  erscheinen,  dessen  Seiten  bis  auf,  für  die  Darstellung 
verschwindend  kleine  Grössen  gleich  sind  den  Meridian-  und  Paral- 
lelbogen der  Erde.  Fügt  man  eine  Reihe  dieser  Blätter  aneinander, 
deren  Mittelpunkte  im  selben  Meridiane  liegen  (nach  Colonnen),  so 
werden  die  beiden  Begrenzungsmeridiane  eine  gerad-gebrochene  Linie 
bilden,  welche  sich  jedoch  dem  Auge  als  eine  stetig  gekrümmte 
Curve  darstellen  wird,  von  der  Form  der  Meridiane  der  Sanson'schen 

Projektion  (s.  §  34).  Reiht  man  hingegen 
Blätter  aneinander,  deren  Mittelpunkte 
dieselbe  geographische  Breite  haben  (nach 
Zonen),  so  erhält  man  das  Bild  einer 
Zone,  deren  Begrenzung  ebenfalls  eine 
gerad-gebrochene  Linie  ist,  die  sich  dem 
Auge  als  eine  Kreislinie  darstellen  wird. 
Die  Zusammenstellung  zweier  Zonen  muss 
dann  notwendig  ein  Klaffen  längs  der 
Parallelen,  die  Zusammenstellung  von  Co- 
lonnen ein  Klaffen  längs  der  Meridiane 
ergeben :  doch  wird  dasselbe  erst  bei 
einer  sehr  grossen  Anzahl  von  Blättern 
merklich. 

Um  diese  Verhältnisse   näher  zu  be- 
leuchten, folgen  wir  dem  von  /.  Frisch- 
auf im   „Jahrbuch    des    österreichischen 
Touristen clubs"  1881  (12.  Bd.)  eingeschla- 
genen Weg.1)     Seien  (Fig.  44)    A,  B,  C,  B,   vier  Punkte   der  Kugel, 

von  denen  A,  B  in  einem  Parallelkreise  liegen,  dessen  Breite  ß  —  -^ 

C,B  in  einem  Parallel,  dessen  Breite  ß  +  f-  ist>  so. also,  dass  der  Meri- 
dianbogen zwischen  den  Punkten  A  und  B  zu  einem  Centriwinkel  s 
gehört,  und  der  mittlere  Parallel  Gl  die  Breite  ß  hat  Ferner  sollen 
A,  B  und  B,  C  je  auf  einem  Meridian  liegen,  und  es  sei  die  Längen- 
differenz der  beiden  Meridiane  A. 


F 


?r 


F 

Fig.  41. 


1)  „Die  Projectionsmethode  der  Spezialkarte  der  österreichisch-ungarischen 
Monarchie  im  Massstabe  1 :  75000." 
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Auf  der  Kugel  hat  man  dann 

arc  AB  =  r  cos  (ß  —  yj  X 

arc£/>  =  r  cos  fa  +  y)  •  A 

arc  AD  =  r X. 
Legt  man  durch  die  vier  Punkte  A,  B,  C,  D  eine  Ebene,  und  be- 
trachtet  von  derselben  das  trapezförmige  Stück  AB  CD,   so  wird  für 
dasselbe 

AB  =  2r  cos  (/3  —  y)  sin  |  A 

C/>  =  2r  cos  (ß  -f-  y)  sin  $  X 

AD  =  BC  =  2r  sin  J-  f 
also,  wenn  man  A  und  s  als  kleine  Grössen    erster  Ordnung  ansieht, 
und  in  der  Entwickelung  bis  zur  3.  Potenz  derselben  geht: 


arc  A  B  —  A  B  =  r  cos  ß  - 


urcCD  —  CD  =  r  cos  ß^ 


"24 


0) 


j(ad-  Je?) 

AD 


arc  AD  —  AD  =r 

Zieht  man  D  H  ||  CB,  so  ist 

1    >1  TT 
sin  i  ADH=^£^ 

r  [cos  (ß  —  yj  —  cos  [ß  +  yjj  sin  |  * 
2  r  sin  -|  £ 
sin  £  A  D  H  =  sin  ^  A  sin  ß 
Ist  5  der  Schnittpunkt  von  AD  und  BC,  und  ü^  der  Abstand 
der  beiden  Parallelen,  GM  der  mittlere  Parallel,  so  ist 
EF=  AD  cos  -\ADH 
Gl  =  \{AB  -f  CZ>) 
JüfS=  £;*/  cot  ^  AD  ff, 

EF=AD  {1  — cos  ±  AD  ff)  =  2  AD  sm±  ADH2 
Gl  =  r  sin  i  A  [cos  (/J  -  |)  +  cos  (ß  +  {)] 

=  2r  sin  -£  A  cos  —  cos  ß 


demnach 
AD 


MS 


r  sin  J  2.  cos  £  f  cos  ß 


tg*  ADD 

Setzt  man  den  Winkel  \  AD  ff =  a,  so  dass  der  Winkel,  unter 
welchem  der  äusserst e  Meridian  des  Kartenblattes  die  Parallelkreise 
schneidet,  gleich  90  —  co  ist,  so  wird: 

9* 


00 
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sin  co  =  sin  1£  A  sin  ß 
oder 

daher,    wenn  man    in  den  Gliedern  dritter  Ordnung  den  genäherten 
Wert  co  =  ^  A  sin  ß  einsetzt: 

co  =  ^  A3  sin  /33  -f  |  A  sin  0  -  ^  ^  sin  I3, 
woraus  folgt 

co  =  £A  sin  /3  —  -feP  sin  0  cos  ß2.  (ß) 

AD—  FF  =  2  AD  sin  \co-  =  {  AD  co-  =  r  sin  |e-  JA2  sin  ß- 
AD—  FF  =  $reX*  sin  /32 

arc  ^Z>  —  i^^  |r  /-  +  fA2  sin  ß2\ 

Gl  =  2r  (£ A  —  ^ *3)  (1  —  v«2)  '  cos  0 
Gl  =  r  cos  0  (A  -  £e2  A  —  ^  A3).  (tf) 

Die  Länge  des  mittleren  Parallels  auf  der  Kugel  ist 
p  =  r  cos  ß  •  A; 

folglich  die  Verkürzung  des  mittleren  Parallels 

p-Gl^ircosß'X  [*2  +  |A2].  (d') 

Endlich 

=  rcoBp(l-je«  — ^y) 

sin  ß  (1—  jV  1«  cos  (32  +  ^  1«  sin  0») 

JJ/S  —  r  cot  ß  [1  —  -J-  £2  —  |  A2  sin  /32]  (*) 

Aus  (y)  folgt,  dass  die  Verkürzung  der  Meridiane  auf  einem 
Kartenblatte  von  der  dritten  Ordnung  der  Breiten  und  Längendifferenz 
der  äussersten  Netzlinie  ist. *)  Die  Gleichung  (ß)  zeigt,  dass  die  Ab- 
weichung des  Winkels,  welchen  die  Netzlinien  einschliessen,  von  90° 
von  derselben  Ordnung  ist,  wie  die  Längendifferenz  der  äussersten 
Meridiane.  Ist  diese  letztere,  wie  es  bei  den  österreichischen  Grad- 
kartenblättern der  Fall  ist,  ein  halber  Grad,  so  wird  für  die  Breite  48°: 

co  =  11' 
Nach  (d ')  ist  die  Verkürzung  des  Bogens  des  Parallelkreises  eben- 
falls von  der  dritten  Ordnung  der  Kartendimensionen ;  vernachlässigt 
man  daher  die  dritten  Potenzen  von  £  und  A,  so  wird 
AD  =  axc  AB 
C  D  =  arc  CD 
AD  =  arc  AD, 
FF  =  arc  AD 

G  1  =  dem  mittleren  Parallel  der  Kugel 
co  =  ^  A  sin  ß 
1)  Dieselben  im  Bogenmasse  für  den  Halbmesser  1  angesehen;  arc  l°  =  0,01745. 
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Reiht  man  mehrere  Blätter  an  einander,  für  welche  die  begren- 
zenden Parallelkreise  dieselbe  Breite  haben,  so  wird  die  Gesammtheit 
derselben  eine  gerad-gebrochene  Linie  sein,  welche  sich  dem  Auge 
als  ein  Kreisbogen  vom  Halbmesser  MS  darstellen  wird.  Ein  im 
Kartenmittelpunkte  berührender  Kegel  würde  als  Halbmesser  q  des- 
selben ergeben 

q  =  r  cot  ß 
und  es  ist  folglich 

Q  —  ßiS  =  r  cot  ß[^s2-\-^P  sin  ß2].  («') 

demnach  bis  auf  Grössen  erster  Ordnung  ebenfalls  zu  vernachlässigen. 


Polyconische  Projektionen. 

30.  Wenn  nur  schmale  Zonen  der  Erdoberfläche  zur  Darstellung 
kommen,  so  wird  man  durch  die  Kegelprojektionen  jedenfalls  eine 
viel  genauere  Darstellung  erhalten,  als  durch  die  perspektivischen 
Projektionen.  Ist  aber  die  darzustellende  Zone  breiter,  so  werden  in 
denjenigen  Parallelkreisen,  welche  von  den  im  richtigen  Verhältnisse  zu 
den  Meridianen  dargestellten  weiter  entfernt  sind,  grössere  Abwei- 
chungen stattfinden,  und  das  Bild  bedeutendere  Verzerrungen  auf- 
weisen. Es  ist  dann  besser,  die  Zone  in  kleinere  Theile  zu  theilen, 
und  jede  einzelne  so  zu  behandeln,  als  würde  nur  sie  darzustellen 
sein ;  es  wird  also  jede  auf  einen  Kegel  abgebildet,  der  dann  in  eine 
Ebene  ausgebreitet  wird.  Von  der  Art  des  Abbildungsgesetzes  wird 
auch  die  Form  der  Projektion  abhängen,  die,  dem  Grundgedanken 
der  Abbildung  auf  eine  Reihe  von  Kegeln  entsprechend,  als  polyco- 
nische Projektion  bezeichnet  werden  kann.  Würde  man  aber  jede 
einzelne  Zone  in  dieser  Weise  darstellen,  so  wäre  es  nicht  möglich, 
die  einzelnen  Zonen  an  einander  zu  schieben,  indem  zwischen  den 
einzelnen  Zonen  immer  Klaffungen  bleiben  würden.  Um  diesem 
Übelstande  vorzubeugen,  theilt  man  in  unendliche  viele,  unendlich 
schmale  Zonen,  und  diese  Darstellungen  sind  es,  welche  mit  dem 
Namen  polyconische  Projektionen  belegt  werden.  Die  Gesammtheit 
der  Parallelkreise  bedeckt  dann  die  ganze  Kartenfläche  continuier- 
lich,  indem  die  Klaffungen  unendlich  klein  bleiben. 

Sei  (Fig.  45)  S  der  Mittelpunkt  des  Parallels  von  der  Breite 
tp}  S'  derjenige  von  der  Breite  (p  -\-  dcp.  Ist  die  von  einem  beliebigen 
Anfangspunkte  0  gezählte  Länge  OS  =  s}  so  ist  SS'  =  —  (OS'  —  OS) 
=  —  ds.  Seien  M,  M'  Punkte  desselben  Meridians  der  Länge  X  auf 
den  beiden  Parallelkreisen;  ferner  OSM  =  &,  SM  =  q ,  so  wird  die 
Projektion  bestimmt  sein,  wenn  q  und  s  als  Funktion  der  Breite  <p, 
und  %■  als  Funktion  von  <p  und  k  gegeben  sind.  Es  wird  daher  ganz 
allgemein 

s  =  f\  (9>) ;   9  =  fi  (g>) 

9  —  F{q>,X) 
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sein 


und 


S'M'  —  SM  =  dg 
OS'  31'  —  OSM  =  ^dw 

weil  X  für  die  Punkte  31,  31'  denselben  Wert  hat,  also  als  Constaute 
anzusehen  ist,  folglich  die  Winkeländerung  OS' M'  —  OS 31  allein 
durch  die  Änderung  von  y  bewirkt  wird. 

Sei 

S'U±  SM, 
so  ist 

SU  =  —  ds  cos# 
S'U=  —  tis&in  &. 
Da  ferner 

M'N=S'M'xM'S'N 
=  (p+  dg)  {OS'N—  OS' 31') 
=  {g-\-dg)(0SN+SN$—0S'  31') 
<=(Q+dQ)(OSN—OS'  M'+SNS') 


und 


=  (g  +  dg)(sNS-d^dtp) 


B"ig,    15. 


SNS' 


ST2 

S'N 


so  ist  mit  Vernachlässigung   von  unendlich  kleinen  Grössen  zweiter 
Ordnung  (d.  h.  beim  Übergang  zur  Grenze) 

31'  N  =  —  ds  sin  0-  —  p-? —  dcp. 

s  rcp       T 

Es  ist  ebenfalls  beim  Übergang  zur  Grenze  (für  unendlich  kleine  dcp) 
SU  -f  SN  +  NM  =  SU  +  S'#'  -f-  #J/  =  5  31, 
daher 

_V.j/  =  SJ/  —  S'M'  —  SU 
oder 

N 31  =  —  dg  -j-  ds  cos  0\ 

Da  endlich   für   unendlich  kleine  dcp  die   Linien   HI  N ,  M' N  auf- 
einander senkrecht  stehen  und  als  geradlinig  anzusehen  sind,  so  wird 


tsM'MN 


M'N 

MN  : 


—  ds  sin  Q- 


q  ~ —  « qp 

C  q> 


—  dg  +  ds  cos  -9- 

Bezeichnet  man  daher  den  Winkel  N 31'  31 ,  welchen  das  Bild 
des  Meridians  mit  dem  Bilde  des  Parallelkreises  in  irgend  einem  Punkte 
31  einschliesst,  mit  90  —  0,  so  wird 


ttr  &  = 


o  ~ —  dcp  4-  ds  sin  & 
d  q> 


Cd        I  ^S        .  CL 

1    dqp 


dqp 


ds  cos  •9' 


-5 ,      COS  0- 

«qp        «qp 


(39) 
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Um  die  Vergrösserungsverhältnisse  in  der  Richtung  der  Meridiane 
und  Parallelen  zu  erhalten,  hat  man  zu  beachten ;  dass  das  Bogen- 
element  des  Kartenmeridians 

MM'=  MN  sec  ©  =  —  (d  q  —  ds  cos  &)  sec  © 
ist;    für   die  Kugel  ist  das  Element   des  Meridians   rdcp,    daher  das 
Vergrösserungsverhältnis  in  der  Richtung  der  Meridiane1) 

Endlich  ist  der  Bogen  des  Parallels  der  Karte  zwischen  den 
Meridianen  von  der  Länge  X  und  X  -j-  dX: 

Q~dTdX, 

weil  hier  in  F(cp,  X)  die  Breite  cp-  als   constant   anzusehen  ist?   uud 
da  auf  der  Kugel  das  entsprechende  Element  rcoscpdX  ist,  so  ist 

*,--*-  |f-  (40  b) 

F        r  cos  9    d  %  y 

Für  die  Flächenvergrösserung  hat  man 
*  =  *»  K  »in  (90  -&)  =  -  -jr^  (-£---£  cos  &)  |f  •  (40c) 

Von  den  zahlreichen  poljconischen  Projektionen,  welche  man 
durch  verschiedene  Wahl  der  Funktionen  f\  f2  F  erhalten  kann,  sollen 
hier  nur  die  wichtigsten  erwähnt  werden. 

a)  Die  gewöhnliehe  oder  äquidistante  polyeonische  Projektion. 
Auf  dem  ersten  Meridian  werden  die  Breitengrade  in  wahrer  Grösse 
aufgetragen,  und  die  Halbmesser  der  Parallelkreise  sind  gleich  den 
Seiten  der  in  jedem  Parallel  der  Kugel  umschriebenen  Kegel.  Hieraus 
folgt,  dass 

q  =  r  cot  cp. 

Wählt  man  0  (Fig.  45)  in  dem  Durchschnittspunkte  des  Äqua- 
tors und  ersten  Meridians,  so  ist  die  Entfernung  des  Durchschnitts- 
punktes A  eines  Parallelkreises  der  Karte  mit  dem  ersten  Meridian 
von  0  gleich  dem  Meridianbogen  auf  der  Kugel,  daher  gleich  rcp 
und 

OS  =  s  =  OA  -f-  AS  =  rcp  -f-  r  cot  cp  =  r  (cp  -j-  cot  cp), 

folglich 

s  =  r  (cp  -\-  cot  cp) 

q  —  r  cot  cp. 


1)  Hier  sind  km,  Tip  nicht  mit  Jcif  Jc2  identisch,  wenn  nicht  0  =  0  ist.     Das 
negative  Zeichen  rührt  daher,  dass  mit  wachsenden  Breiten  q  und  s  abnehmen, 

also    -= —  ,   -T—  selbst  negativ  sind. 
dcp        rtqp  ° 
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Für  jede  einzelne  Zone  gilt  ferner  die  für  die  Kegelprojektionen 
gefundene  Gleichung  &  =  mX ,  wo  m  =  sin  cp ,  so  dass  man  hier 

&  =  X  sin  qp 
hat.     Es  ist  demnach 

ds 


daher 


tg  ®  = 


■  =  r  (1  —  cosec  9p2)  = 
-  =  —  r  cosec  qp2 
=  X  cos  <jp, 

X  sin  qp  —  sin  (A  sin  qp) 


r  cot  <jp5 


a* 


==  sin  qp 


•fr  —  sin  -9" 


cos  (1  sin  qp) 

km  =  cosec  <p2  (1  • 

rCn  =   1 


sec  qp2  cos  ■9'  —  sec  qpa 

cos  qp2  cos  &)  sec  © 


(41) 


woraus  folgt,  dass  längs  der  Parallelkreise  wahre  Längen  erscheinen. 
Die  Construktion  des  Netzes  kann  in  folgender  Weise  vorgenommen 

werden.  Ist  AP  (Fig.  46) 
der  erste  Meridian,  AM 
der  Äquator,  so  trägt  man 
auf  beiden  die  Länge  eines 
Bogens  von  10  Aqua- 
torgraden  (gleich  10°  des 
Meridians),  wenn  dieNetz- 
linien  von  10°  zu  10° 
gezogen  werden  sollen, 
für  den  als  Halbmesser 
der  abzubildenden  Kugel 
anzunehmenden  Radius, 
auf.  Ist  A  O  dieser  Halb- 
messer, BO?n  —  <p,  so  ist 
Am  —  r  cot  w.  Ist  also 
An  =  r<p,  nn'=Am}  so 
ist  n  der  Mittelpunkt  des 
durch  n  gehenden  Pa- 
rallels.  Trägt  man  auf 
diesen  die  Werte  q  .  arc 
(10°  sin  cp)  —  r  arc  (10°  cos  cp)  auf,  wobei  man  arc  (10°  cos  9p)  mit 
dem  Argumente  ß  =  90  —  qp  aus  Tafel  6  a  entnehmen  kann,  und  ver- 
bindet die  auf  den  verschiedenen  Parallelkreisen  zu  gleichen  Längen- 
differenzen gehörigen  Endpunkte,  so  erhält  man  die  Meridiane. 

Will  man  sich  zum  Zeichnen  der  Netzlinien  auf  der  Karte  nicht 
der  reinen  Construktion  bedienen,  so  kann  man  die  Tafel  13  benützen, 

welche   für   jeden   Breitengrad    in  der  Columne  q   den  Wert  - — ^~ 


Fig.  46. 
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giebt,  in  welcher  also  der  Äquatorgrad  als  Einheit  genommen  ist. 
Desgleichen  giebt  die  zweite  mit  gv  überschriebene  Columne  den 
Wert  von  cos  cp.  Nimmt  man  als  Länge  des  Äquatorgrades  eine 
Strecke  a  an,  und  trägt  diese  auf  dem  ersten  Meridian  wiederholt  ab, 
so  erhält  man  die  Schnittpunkte  desselben  mit  den  einzelnen  Paral- 
lelen; von  diesen  trägt  man  die  Werte  von  q  aus  Tafel  13  (multipli- 
ciert  mit  der  Länge  a  des  Grades1)  gegen  den  Pol  zu  auf,  und  erhält 
so  die  Mittelpunkte  der  Parallelen.  Hierauf  wird  man  die  einzelnen 
Werte  von  gv  aus  Tafel  13  entnehmen,  mit  a  multiplicieren,  auf 
dem  Parallel  der  Breite  cp  mehrmals  abtragen  und  schliesslich  die 
sich  entsprechenden  Punkte  der  verschiedenen  Parallelen  durch  stetige 
Linienzüge  verbinden,  welche  die  Bilder  der  Meridiane  sind. 

Man  kann  hier  auch  ohne  besondere  Mühe  auf  die  Excentricität 
der  Meridianellipse  der  Erde  Rücksicht  nehmen.  Sei  wieder  die 
Länge  des  Äquatorgrades  als  Einheit  angenommen,  so  ist  die  Länge 
eines  Meridiangrades  in  der  Breite  cp 

A(l-s')         _  , 

:      3   —  iv 

(1  —  £2  sin  qp2)  - 
und  die  Länge  des  Grades  des  Parallelkreises 


A  cos  qp 


=  i: 


Kl  —  s2  sin  qp2 

Um  nun  das  Netz  zu  zeichnen,  trägt  man  zunächst  für  <p  =  00,  1°,  2°,  .  . 
die  Werte  von  Iv  successive  auf  dem  ersten  Meridian  auf,  und  von 
den  erhaltenen  Theilpunkten  in  der  Richtung  gegen  den  Pol  zu  die 
Werte 

A  cot  qp  1 

Qv  =  Vi  -  s2  sin~g7~  arcP  ' 
wodurch  man  die  Mittelpunkte  der  Parallelen  der  Karte  erhält.  Sind 
diese  verzeichnet,  so  trägt  man  auf  jeden  den  seiner  Breite  entsprechen- 
den Wert  von  V<p  wiederholt  auf,  und  erhält  durch  Verbindung  der 
entsprechenden  Theilpunkte  die  Meridiane.  Zur  Construktion  kann 
man  sich  der  Tafel  14  bedienen,  welche  mit  dem  Argumente  cp  die 
Werte  ly,  l'y  und  pv  für  A  =  1  giebt.  Der  90.  Meridian  ist  nun  zwar 
kein  genauer  Kreis,  kann  aber  mit  hinreichender  Genauigkeit  als 
solcher  angesehen  werden,  wodurch  dann  die  Construktion  noch 
etwas  vereinfacht  wird,  indem  zuerst  die  Parallelkreise  und  der 
90.  Meridian  gezeichnet  und  dann  die  auf  den  einzelnen  Parallelen 
abgeschnittenen  Bögen  in  die  entsprechende  Anzahl  gleicher  Theile 
getheilt  werden.  Doch  wird  die  Vereinfachung  nicht  besonders  gross. 
Diese  Projektionsmethode   wurde   verwendet  bei   der  amerikanischen 


1)  Ist  die  Länge  des  Äquatorgrades  =  röcm.,  so  wird  q  für  den  50.  Parallel 
1*5  X  48-077  =  72"  115 cm.  Der  Halbmesser  der  Kugel,  der  aber  weiter  nicht 
benöthigt  wird,  ist  dann  57*29577  solcher  Einheiten. 
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Küstenverniessung  (Coast  survey  office)    und  wird  daher   auch    mit- 
unter als  amerikanische  poly conische  Projektion  bezeichnet.  *) 


Aus  der  Gleichung 


&  —  sin  & 


sec  qp2  —  cos  & 

folgt,  dass  0  stets  negativ  ist,  weil  ^  >  sin  ■9',  ferner  sec  cp  stets 
grösser  als  1 ,  und  cos  &  stets  kleiner  als  1  ist.  Es  werden  daher 
die  Winkel,  welche  die  Meridiane  der  Karte  im  Sinne  der  wachsen- 
den Breiten  mit  den  Parallelen  im  Sinne  der  wachsenden  Längen  ein- 
schliessen,  also  <£  NM'z  (Fig.  45),  kleiner  als  90°  sein,  da  der  Winkel 
S M M'  negativ  ist.  0  ist  nur  gleich  Null  für  gp  =  0,  weil  dann  -fr 
und  sin  <&■  für  jedes  X  gleich  Null  sind,  und  für  cp  =  90°,  weil  dann 
sec  cp  =  oo  ist. 

b)  Man  kann  jedoch  die  Projektion  auch  so  bestimmen,  dass  die 
Meridiane  die  in  derselben  Weise  wie  in  a)  gezeichneten  Parallel- 
kreise überall  rechtwinklig  schneiden ;  diese  sogenannte  rectanguläre 
polyconische  Projektion  wird  vom  topographischen  Departement  des 
englischen  Kriegsministeriums  verwendet. 2) 

Es  ist  hier 

q  =  r  cot  cp 

$  =  r  (cp  -f-  cot  cp) 
und 

0  =  0. 

Die  letztere  Bedingung  giebt  zunächst,  ohne  Rücksicht  auf  die 
Werte  von  s  und  p,  da  auch  tg  0  —  0  sein  muss: 

q    r*  +    '/-sin  #  =  0.  (42) 


1)  In  dem  Report  of  the  Superintendent  of  the  Coast  survey  1859,  Apendix  33, 
pag.  328  ff.  giebt  J.  E.  Ilihjard  Tafeln  zur  leichtern  Construktion  des  Netzes, 
und  zwar  giebt 

Tafel  1   die   Längen   für  einen  Breiten-  und   einen   Längengrad  in   Metern 

von  0°  bis  54°  Breite;  ferner  den  anzuwendenden  Radius  des  Parallels 

der  Abwicklung,  so  wie  den  Winkel  &  (Fig.  45)  für  10°  Längendifferenz. 

Da  jedoch  die  Mittelpunkte  der  Parallelkreise  für  grössere  Massstäbe  nicht 

auf  das  Zeichenblatt  fallen  werden,  so  wird  es  nöthig  diese  durch  die  Coordinaten 

einzelner  Punkte  derselben   zu  zeichnen.     Hierzu  wird  jeder  Parallelkreis  auf 

ein  rechtwinkliges  Axensystem  bezogen,  dessen  Ursprung  mit  dem  Schnittpunkte 

A   des  Parallels  mit  dem  ersten  Meridian  und  dessen  Y-axe  mit  dem  ersten 

Meridian  selbst  zusammenfällt;  es  ist  dann 

x  =  q  sin  & 

y  =  q  —  q  cos  &  =  2q  sin  ^&'2 
und  Tafel  II  des  genannten  Werkes  giebt  die  Werte  von  x  und  y  für  die  Breite 
von  1°  bis  54°  und  für  Längendifferenzen  von  ln  bis  30°. 

2)  „Description  of  the  Protection  used  in  the  Topographical  Departement 
of  the  War  Office  for  Maps  embracing  larges  portions  of  the  Earths  surface. 
By  Colonel  Henry  James'1  im  Journal  of  the  Royal  Geographical  Society  Bd.  XXX 
(London  1860)  pag.  106. 
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Setzt  man 

J_    ds  J    1     dL  (43a) 

q      dcp  L     dcp    ' 

wobei  L  eine  Hilfsvariable  ist,  die  mit  6-  und  q  in  der  hier  definierten 
Weise  verbunden  ist,  so  wird 

l      30-  1     ds  i     dL 

sin  9    d qp  q     dcp  L     dcp  ? 

also  integriert 

tg  4-  =.  *£L ,  (42a) 

wobei  ^  (A)  eine  willkürliche  Funktion  von  A  ist  (da  nur  partiell 
nach  op  integriert  wurde).  Da  für  A  =  0  auch  #  =  0  sein  soll,  so 
muss  i[>  (A)  eine  gleichzeitig  mit  A  verschwindende  Funktion  sein. 
Dieses  ist  aber  die  einzige  bei  den  rechtwinkligen  polyconischen  Pro- 
jektionen zu  erfüllende  Bedingung.  Wählt  man  umgekehrt  eine  ganz 
beliebige  für   A  =  0   verschwindende   Funktion   ^  (A)   und   eine  ganz 

beliebige  Fuuktion  L  von  op ,  und  setzt  tg  — -  =  -^4— ,  so  wird  das 
Netz  immer  rechtwinklig  sein,  wenn  nur 

ds 

dcp 
wobei  noch  s  beliebig  ist;  oder  auch 


-fi 


d-d(p,  (43c) 


L    d  cp 

wobei  q  beliebig  ist.     Hier  wird ,  weil  sec  ®  =  1   ist 
7  1    /  dg  ds  „\ 

km  == ( s1 5 —  cos  # ) 

1  r    \  dcp  dcp  / 

p  sin  9     tp' (i.) 


(44) 


kr,     = 


p  r  cos  cp     ip  (X) 

Für  den  vorliegenden  Fall  ist  jedoch   durch  die  Annahme  für  q 
und  s  bereits  aus  (43  a)  L  definiert.    Es  ist  nämlich 
ds 


=  r  (1  —  cosec  gp2)  =  —  r  cot  op2, 

l     dL  tg  cp  ,      •>  j 

-^ — 3 —  ===== --—  •  r  cot  gr  =  —  cot  qp  , 

L     dcp  r  t  x 


daher 

oder  integriert: 

log  L  =  —  log  sin  gp  ;    Z  =  cosec  <p , 
also 

tg  —  =  i>  (A)  •  sin  qp. 
Der  Bogen  ^i/  (Fig.  45)  ist  aber 

■9"         2  2 

p#  ==  2r  cot  qp  tg  — ^-  =  2r  cos  99  •  V  (A)  • öt 

tg  2"  tg  2" 


140 


30 


Auf  dem   Äquator    wird  derselbe  daher,   weil   hier  cp  —  0  uud 
&  =  0  ist: 

Stellt  man  nun  noch  die  Bedingung,   dass  auf  dem  Äquator  die 
Längen  in  wahrer  Grösse  erscheinen,  so  wird 


{AM\ 


rl. 


woraus  man  wegen  der  Identität  mit  der  früheren  Gleichung 


*«--£-,  *'«  =  * 


erhält,  womit 


*4- 


wird.     Hiermit  wird  nun 


sin  cp 


dg 

dcp 


=  —  r  cosec  cp1 

km  =  cosec  cp2 

kp  = 


=  —  r  cot  cp"1 


ds 
'  dcp 
—  cot  cp2  cos  0-, 

sin  9 


X  sin  qp 

Für  die  Construktion  der  Parallelkreise  wird  man  genau  so  ver- 
fahren, wie  bei  der  in  a)  angeführten  Projektionsmethode.  Um  die 
Meridiane  zu  construieren ,  hat  man  zunächst 

Q  tg  $&  m,  ~-  COS  cp. 

Nun  ist  rk  cos  qo  die  Länge  des  zwischen  zwei  Meridianen  von 
der  Längeudifferenz  A  enthaltenen  Bogens  des  Parallels  auf  der  Erde 

in  der  Breite  cp.  Sei  nun  (Fig.  47) 
CA  der  Meridian  des  Kartenmittel- 
punktes, C  der  Mittelpunkt  des 
Kartenparallels  Mx  von  der  Breite 
cp.  Macht  man  auf  der  Tangente 
My  des  Kartenparallels  M N  gleich 
der  halben  Länge  des  zur  Längen- 
differenz A  gehörigen  Parallelbogens 
der  Kugel,  also  M  N  =  ^  r  cos  cp  •  A, 
und  verbindet  N  mit  C,  so  ist 

Cflf  tg  MCN=MN=\rl  cos  <p, 
daher  muss 

MCN  =  $& 
■"■  sein,    weil    CM  =  o    ist.      Durch- 

Fiff    47  •  *• 

schneidet  man  also  mit  der  Öffnung 
NM  aus  N  als  Mittelpunkt  den  Parallel  Mx  in  i/,  ,  so  ist  Mx  der 
in  diesem  Parallel  gelegene  Punkt  des  Meridians  der  Länge  A.  Zur 
Construktion  der  Parallelkreise  wird  man  daher  die  Hälfte  des  mit 
der  angenommenen  Länge  a  des  Äquatorgrades  multiplicierten ,  aus 
Tafel  13  entnommenen  Bogens  g^  auf  der  Tangente  My  wiederholt 
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abtragen,   und  aus  den  Theilpunkten  als  Mittelpunkten  mit  den  Öff- 
nungen NM  die  ßögeu  M MK  ziehen.  *) 

r)  Macht  man  &  ==  0  und  überdies  km  —  kp,    so  wird  dies  eine 
conforme  polyconische  Projektion.     Für  diese  muss  also: 

ds  c.  dg  p  sin  &     ib' (X) 

-5 —  COS  0- ~  =  — ~-rrr  ' 

dcp  a  cp  cos  cp       tp(X) 

sein.    Um  hieraus  ^>(A)  zu  bestimmen,  soll  s  eliminiert  und  durch  L 

ersetzt  werden.2)     Man  erhält: 

,  (x)  =   ip  (X)  cos  cp  (ds    cQg  &  _  _dg\ 

^  \  J  p  sin  i^       \  dcp  dcp   ' 

9* 


ip  (X)  cos  cp 


1  — 


,     &         \  dcp  9* 

2p 


1+tgf- 
ip  (X)  cos  cp    (  dL     g     L2  —  ip  (Xf  dg  \    Iß  +  ip  (X)2 


/  dL     q     L2  —  ip  (Xf  dg  \ 

2g           \dcp     L    i8  +  ^(Ä)2  ~dgT/         Lip  (X) 

,-.x2r  cos  cp    dg      ,     cos  g>    dZ  "1  7    ^-9  Tcos  cp  dL  cos  cp  dg  ~1 

,  /1x9    cos  qp    f  T     dp      .          dZ~|  cos  qp   VT   dg                dLl 


—  <*&+»^) 


dqp    ^  "    dqp  '    2p.L2 


r  dg  d  L 

dcp  dg  __ 


Da  sowol  #'(A)  als  auch  ^  (A)  von  cp  unabhängig  sind,  so  müssen 
hier  die  beiden  von  cp  abhängigen  Ausdrücke  sich  auf  Constante 
reducieren,  und  eine  derselben  kann  geradezu  gleich  1  gesetzt  werden, 
weil  man  sonst  nur  L  mit  einer  gewissen  Constanten  zu  multiplizieren 
hätte,  was  s  nicht  verändern  würde;  ebenso  würde  ^(A)  mit  derselben 
Zahl  multipliziert  erscheinen,  so  dass  auch  #  nicht  geändert  würde. 
Man  hat  daher  d  dL 

L 


jt       dcp dcp      __  ^ 

,    dp     .        dL 


und  daraus 


also  integriert 


dcp  dcp 

j    dg                 dL             1      dp      .  g      dL 

dcp         "    dcp           L    dcp     '  Lz    dcp 

(L~  x)  d#  =  Qd  (Z  ~~  ~L~) ' 


logw  p  =  log«  (l  —  -L)  +  log, 


c 
Lf    '    "'s»  IT' 

1)  Also  wird  man  z.  B.  für  a  =  1*5  cm  auf  der  Tangente  des  Parallels  von 
40°  Breite  den  Wert  ^  -  1'5  -f-  076604  =  0'57  cm  wiederholt  auftragen. 


2)  S.  Tissot  1.  c.  pag.  250. 
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wobei   für  die  Integrationsconstante ,   welche  den  Massstab  der  Karte 
bestimmt,  — ,  geschrieben  wurde;  daher 


ds  =  -y-  tfZ, 


und  da 

/7c  ^~ 

so  wird 

—  f(£+  1). 

wobei  die  additive  Constante  gleich  Null  gesetzt  werden  kann,  weil 
die  Hinzufügung  einer  solchen  nur  eine  Verschiebung  des  Anfangs- 
punktes 0  der  Zählung  bedeuten  würde.     Hieraus  folgt  nun 

S  -f-  Q  =  cL 

c 
s  -  Q  =  X , 

und  durch  Multiplikation: 

^  _  ^  =  c2. 
Da  ferner  auch 

fT   dp      ,         dl\    cos  <p  «  /    % 

(Z  4"  +  ?  ^  T^  =  -  T  <m) 

ist,  wenn  man  mit —  die  zweite  in  dem  Ausdrucke  für  ^'(A)  auf- 
tretende Constante  bezeichnet,  so  wird 

woraus  durch  Integration 

arc  tg  i>  (A)  =  -l1  A  -f-  c  , 
oder 

folgt.     Hiermit  würde 

ts^-  = 1 ; 

und  weil  für  A  =  0  auch  #  =  0  wird ,  so  muss  c  =  0  sein ,  so  dass 

ist.  Zur  Bestimmung  von  Z  kann  man  die  Gleichung  (m)  auch 
schreiben: 

oder  da 


d  (Lp)        cos  qp  n 


dcp            2^Z2                    2 

p  — 

c     /r2          1\.          d(ip) 
2'  ^    _  ^'             ,/,,,       ~ 
cos  <p     dL                 n 
Iß  —  1    dtp                2 

d  L                    n       dtp 

dL_ 
l<p 


cL  —, — : 


L2  —  1  2      cos  cp 
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und  integriert 

£  log« 


14: 


L  + 


f  -  +  T  ]o%"  *8  (45  "  "  f )  +  lo^  * > 


wobei  für  die  Integrationsconstante  log«  k  gesetzt  würde,  woraus 

-}=*tg(45-fX 


L  + 


Z  = 


1  +  Ätg(45--|-)W 

l-^tg(45--f7 


folgt.     Alles  entsprechend   zusammengestellt,    hat   man  daher,   unter 
c,  k,  n  Constante  verstanden: 

i+Ätg(45--^y  > 

^  W  =  tg  ^T 


L  = 


*%(«--fr 

1 +7cUg  (45 --^-)2 


l_^tg(45_-|-)2 
2  Je  tg  (45  -  -|-)" 


(45) 


/,-•' 


tg(45-^-r 


tg 


L 


h  tg    45 


(-1) 


l+*tg(45--2-)"     '    2 

Die  Grösse  s  giebt  die  Entfernung  des  Mittelpunktes  des  Parallel- 
kreises der  Breite  cp  vom  Durchschnittspunkt  des  Äquators  mit  dem 
ersten  Meridian,  0  ist  der  Halbmesser  des  Parallels,  welcher  dem- 
nach durch  diese  beiden  Grössen  bestimmt  ist.  Um  die  Meridiane  zu 
zeichnen,  müsste  man  in  jedem  Parallelkreis ,  dessen  Breite  (p,  den 
Punkt,  welcher  dem  Meridiane  von  der  Länge  X  angehört,  durch  -fr 
(den  Winkel  am  Mittelpunkte  des  Parallelkreises)  bestimmen;  dies 
wird  jedoch  unnöthig,  wenn  man  die  Gleichung  des  Meridians  be- 
stimmt.    Es  ist  nämlich  (Fig.  45): 

x  =  MP  =  0  sin  & 

y  =  OP  =  OS  —  SP  =  s  —  0  cos  &. 


Nun  war 


tsr 


ip{X) 


daher  ist 


tg-g-Acot- 


L  =  i)  (X)  cot  — 
folglich 

e  -  "2~(Z  -  T")  -  T  fe~T  l  cot  4 


cot    l    A  tg    2")> 
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oder 


i  sin  — -  i  cos  — -  I  —  (cos  — -  l  sin  —  ) 

O    =    2  C = = 

^  sin  nl  sin  & 


I  sin  —  *  cos  —   J  -f  Vcos  ~1T~  *  sm  ^T  J 

s  =  2c   = t— ■■ — k — . 

sin  n  l  sin  9 

Zerlegt  man  im  Zähler  von  q  die  Differenz  der  Quadrate  in  das 
Produkt  aus  der  Summe  und  Differenz  der  ersten  Potenzen,  so  kanu 
man  auch  schreiben: 

n       sin  \{nl  —  Q-)  sin  %(nl  -f  9) 

"  sin  nl  sin  9 

cos  -9"  —  cos  nl 

=  c 


sin  n  l  sin  9 
Nun  wird 

2 


s  — ocos#=-^ z— ^-=1(8111  — cos  -t)  -zsin— +  (eos  -  Asin-J  -2cos 

"  sm  n  l  sin  &  ( \        2  2'  2         \         2  2' 


c  sin  "fr 
sin  «i 
und 


folglich 


„  cos  &  —  cos  nl 

o  sm  &  =  c  -     — . — r~ 
s  ein  w  X 

c  sin  O- 


sin  wi  ^ 

c  cos  9 


=  x  -\-  c  cot  n  A 


sin  n  l 

y2  -\-  {x  -\-  c  cot  nl)2  =  c2  cosec  nA2 ,  (46) 

welche  Gleichung  von  &  unabhängig  ist  uud  nur  A  enthält,  demnach 
die  Gleichung  der  Meridiane  vorstellt.  Diese  sind  also  Kreise,  deren 
Mittelpunkte  auf  der  T-axe  (dem  Bilde  des  Äquators)  in  der  Ent- 
fernung —  c  cot  nl  liegen,  und  deren  Halbmesser  c  cosec  nl  ist. 

Da  für  x  =  0  2/  =  +c  wird,  so  gehen  sämmtliche  Meridiane 
durch  die  beiden  Punkte,  welche  um  +c  von  0  entfernt  sind,  2  c 
bedeutet  demnach  den  Abstand  der  Pole. 

Zur  bequemeren  Construktion  sei 

**(«_ -?-)■-*-«-, 

dann  wird: 

s  =  c  sec  ty ;     q  =  c  tg  ip. 

Setzt  man  k  =  —  :  n  =  2m  und  führt  den  Abstand  s'  des  Punktes 

5'  vom   Pole,    also  s' =  s  —  c    ein,    ersetzt    überdies  tg  (45 ^-J 

durch    cot  (45  -j- -~),  so  erhält  man  ohne  Mühe: 
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«2  tsr  ( 45  4- 


(  im 


2c 


45+-^)-l 


2ca  tff 


Die  Vergleichung  dieser  Werte  und  der  Gleichung  (46)  für  die 
Meridiane  mit  den  für  die  La(/ra?ige'schen  Projektionen  (s.  §  51)  er- 
haltenen Resultaten  ,  zeigt  die  Identität  der  beiden  Projektionsmethoden. 

Ein  spezieller  Fall  dieser  Projektion  für  k  =  1 ,  n  —  1 ;  wo  also 

ip  =  90  —  cp 
ist,  also 

s  =  c  cosec  qp,     p  =  c  cot  cp , 

und  die  Gleichung  der  Meridiane 

y2  -\-  (x  -{-  c  cot  A)2  =  c1  cosec  A2 
wird,  ist  die  stereographische  Äquatorealprojektion  (§  12). 

d)  Äquivalente  polyconische  Projektion.  Für  die  Flächenver- 
grösserung  hatten  wir  den  Wert  gefunden 

K  =  -  -,  Q—  (P  ~  41  cos  ö)d£  • 

rz  cos  cp    \dcp         d  cp  t  dl 

Ist    nun   die   Flächenvergrösserung   in  jedem   Punkte  der  Karte 

gleich  1,  so  werden  die  unendlich  kleinen  Flächentheile ,  daher  auch 

ganz  beliebige  Flächenstücke   der  Karte  dem  Originale  flächengleich 

sein,  in  welchem  Falle  die  Projektion  eine  äquivalente  heisst.   Hiefür 

muss  also  sein: 

« It^  —  ^—  cos  & )  -kt  =  1. 

r2  cos  cp    \dcp        dq>  J  dl 

Integriert  man  nach  X  (wobei  q>  als  constant  anzusehen  ist),  so 
wird 

wobei  4'(cp)  eine  willkürliche  Funktion  der  Breite  cp  ist.  Hierbei 
sind  s  und  q  ganz  beliebige  Funktionen  von  cp.  Sei  s  constant,  d.  h. 
die  sämmtlichen  Parallelkreise  der  Karte  concentrische  Kreise,  daher 

ds 

^— =  0;    ferner    die    einzelnen    Parallelkreise   äquidistant,   und  ihre 

Entfernung  gleich  derjenigen  auf  der  Kugel,  also 

o  =  C  —  rcp , 
demnach 

dg 

T^  ~  ~  r> 

Herz,  Landkartcuprojcktionen.  10 
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so  ist: 

r  COS  gp  '  vx/  7 

und  da  für  X  =  0   auch  -9-  für  jedes  9)   gleich  Null  sein  soll,  i>  (q>) 

=  0,  und  .        . 

q&  =  lr  cos  (p. 

Es  ist  aber  0  ■fr  der  Bogen  des  Parallels  der  Karte  von  der  Breite 
<p  zwischen  zwei  Punkten,  deren  Längendifferenz  A,  für  welche  der 
Bogen  des  Parallels  der  Kugel  Xr  cos  cp  ist;  Die  letzte  Gleichung  sagt 
daher,  dass  die  Parallelkreise  der  Karte  in  wahrer  Grösse  abgebildet 
werden.  Diese  Projektion  ist  die  später  zu  behaudelnde  Mercator1 'sehe 
äquivalente  *)  (s.  §  41). 

e)  Die  Meridiane  sollen  bestimmte  Curven  sein. 

Aus  der  Gleichung  f  {x,  y)  —  0  der  Curve  folgt  ein  Wert 

%  =  *  (*'  *)' 

Nun  ist  -^  =  tg  M' Mm,  wenn  w  in  der  Verlängerung  von  PM  (Fig.  45) 

über  M  hinaus  liegt,  also: 

tg  M' Mm  =  i\)  (x,  y). 
Drückt  man  nun  tg  M' Mm,  und  die  Coordinaten  x,  y  durch  0,  s, 
-9"  aus,  so  erhält  man  eine  Differentialgleichung  zwischen  diesen  drei 
Grössen,   und  man  kann  für  zwei  derselben  willkürliche  Funktionen 
annehmen,  wodurch  die  dritte  bestimmt  ist.     Man  hat  aber 
M' Mm  =  SMm  +  M' MS  =  90  -f-  PSA/  +  M'MS 
=  90  +  #  +  0, 


daher: 
wobei 


tg  r Mm -  -  cot  (•  +  0)  —  Xe  +  ?g* 

d&    .    ds    . 
Q  5 )r   j—  sin  & 

tg0=     ?"  ** 

0  dg  ds  „ 

~ ■3—  cos  & 

aep        aep 

Setzt  man  diesen  Wert  oben  ein,  so  folgt2) 

d  s   .            „  d&            c.  dg 
,            -=-   4-  g  sin  &  -5—  —  cos  &   7 
dy  dtp  djp «9^ 

dx  „    C&  .         dg 

0  cos  &  -5 \-  sin  &  -=— 

c<p  dep 


1)  (gewöhnlich  fälschlich  Bonne'sche  Projektion  genannt. 

2)  Man  kann   diese  Formel  auch  auf  andere  Weise   ableiten.     Es  war  ge- 
funden 

x  =  g  sin  & 

y  =  s  —  g  cos  # . 

Für  einen  Meridian  ist  nun  X  constant,  also  =-r  =  0,  und  es  wird: 

0  t-  • 

dx  .    d&    ,     •     <.  dg 

-j—  =  g  cos  &  -^ h  sin  ^  j- ' 
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Folgt  nun  aus  der  Gleichung  der  Curve 

^f  =  f  ipc,  y)  =  it>(Q  sin  &,  s  —  q  cos  -9-)  , 

so  hat  man  zwischen  den  drei  Grössen  q,  s,  &  die  Gleichung 

ds    .        .     .  g -9-  „dg 

-j f-  g  sin  &  -= cos  &  -=— 

w*~  s^-  =  * b sin »>'-* cos *)■     <48) 

p  cos  <&■  -e—  -f-  sin  &  ~- 
dy  dcp 

Als  Beispiel  soll  die  von  P.  Fournier  im  Jahre  1646  vorgeschla- 
gene polyconische  Projektion  gewählt  werden.1)  Bei  derselben  ist 
der  Äquator  durch  die  Meridiane,  welche  Ellipsen  sind,  und  sowol 
der  erste  als  auch  der  90.  Meridian  durch  die  Parallelkreise  in 
gleiche  Theile  getheilt. 

Die  Gleichung  der  Meridiane  ist 

«*       I t_    =  i 

fW*  ^  fiW2 
Da  sämmtliche  Meridiane  durch  die  beiden  Pole  gehen,  welche 
in  der  .T-axe  liegen,  so  ist  die  Entfernung  derselben  die  in  der  Rich- 
tung der  y  liegende  Axe  der  Ellipsen,  also  fx  (X)  eine  Constante  =  c 
gleich  der  halben  Entfernung  der  beiden  Pole.  Der  Annahme  nach 
ist  aber  diese  Entfernung  gleich  der  Länge  des  Meridians  also  gleich 


fx  W  =  rx. 

Für  y  = 

=  0 

muss 

ferner  x  =  rl  sein,  es  wird  ( 
f(X)  =  rl 

demzufolge 

*-  4.  t.  =  ri 

l2^ n2         r' 

woraus 

dy 

n2  x               7i2        q  sin  & 

dx 

l*  y  ~           l2  s  —  q  cos  & 

folgt.     Die  Bedingung,   dass   die  Abstände  der   Parallelen   im  ersten 
Meridian  gleich  seien  jenen  auf  der  Kugel,  giebt 


dy         ds     ,         .  d&  „dg 

j  —  j h  p  sin  ^  -= cos  &  ~  , 

dcp  dcp  oq>  dcp  ' 

folglich 

ds  .  o&  .  dg 

,  j \-  Q  Sln  fr  ö cos  fr  31- 

dy dcp        ^  g<p  dcp 

dx~  d&    .     .    ~  dg  ~ 

g  cos  &  -k h  sin  &  — 

ocp  dcp 

Setzt  man  diesen  Wert  gleich 

1  —  tg  &  tg  © 
tg  0  +  tg  & 
und  sucht  daraus  tg  0,  so  erhält  man 

tg  0  [*£  -(costf+sintftgtf)  ||]  -  -   [*g*  £i+(?(sin*fe»  +  cose)  |-*] 

woraus  der  pag.  134  gefundene  Wert  von  tg  0  folgt. 
1)  S.  Tz'ssof  pag.  257. 

10* 


148 


§  30 


folglich 
dg 


s=  q  -f  ry; 


ds dg    , 

dq>        dcp    ' 


a# 


(1  —  cos  %■)  4-  r  -\-  g  sin  &   . 


p  sin  <&• 


d# 


A2  9  (1  —  cos  #)  -)-  rcp 


(m) 


p  cos  ■ö'  -^ ^  sin  ^  j — 

Nicolosi  nahm  1660  statt  der  elliptischen  Meridiane  kreisförmige, 
welche  durch  die  beiden  Pole  und  die  äquidistanten  Theilpunkte  des 
Äquators  gehen;  die  Parallelkreise  sind  in  derselben  Weise  wie  oben 
construiert.  Diese  Projektion,  welche  sich  durch  die  einfache  Con- 
struktion  der  Netzlinien  besonders  empfiehlt,  fand  in  Frankreich  bald 
Eingang,  wurde  1794  von  dem  Engländer  Aaron  Arrowsmith  als  neue 
Projektion  mit  dem  Namen  Globularprojeküon  bezeichnet.  Man  findet 
sie  auch  als  Arroivsmil  tische  Projektion  angeführt  (s.  hierüber  Gretschel 
1.  c.  p.  253);  Francoeur  nennt  sie  in  seinem  Traite  de  Geodesie 
(p.  296)  englische  Projektion. 

Für  die  Zeichnung  braucht  man  nun  allerdings  die  Abhängig- 
keit von  q  und  0-  von  y  gar  nicht  zu  kennen;  der  90.  Meridian  ist 
ein  Kreis,    den   man   zuerst  verzeichnen   kann.      Die  durch  die  ent- 

sprechendenTheilpunkte  des  ersten 
und  90.  Meridians  gezogenen 
Kreise  sind  die  Bilder  der  Paral- 
lelkreise. Für  die  Globularpro- 
jeklion  erhält  man.  die  Meridiane, 
indem  man  durch  die  beiden  Pole 
P  und  Px  und  die  Theilpunkte  des 
Äquators  Kreise  verzeichnet;  für 
die  Fournier'sche  Projektion,  in- 
dem man  Ellipsen  verzeichnet, 
für  welche  PPX  die  eine  Halbaxe 
ist  und  die  Theilpunkte  des  Äqua- 
tors die  Endpunkte  der  anderen 
Halbaxe.  In  Fig.  48  ist  die  eine 
Hälfte  (rechts)  nach  der  Globu- 
lar-  die  zweite  (links)  nach  Four- 
niers  Projektion  dargestellt.    Es  liesse  sich  nun  aus  der  Figur  q  durch 

(p  ausdrücken,   wodurch  man  auch   zu  dem  Werte  von  -r—    gelangt, 

womit  die  Gleichung  (m)  eine  Differentialgleichung  in  &  wird,  aus 
welcher  sich  %■  =  F  (cp)  ergiebt,  wo  aber  F  auch  l  enthält,  weil  es 
bereits  in  der  Gleichung  (m)  enthalten  ist.    Damit  erhielte  man  dann 

auch  %-.  i—,  welche  zur  Ermittelung  von  km  kp  dienen.     Da  jedoch 

C<p       Ol 

diese  Ausdrücke  weiter  kein  Interesse  bieten,  sollen  diese  Ableitungen 
hier  übergangen  werden. 


III.  KAPITEL. 
ÄQUIVALENTE  ABBILDUNGEN. 


31.  Die  in  diesem  Kapitel  zu  behandelnden  Projektionen  sind 
ohne  Rücksicht  auf  perspektivische  Darstellung  oder  Kegelabwickluug 
einfach  durch  Festsetzung  eines  sonst  beliebigen  Gesetzes,  in  der 
Art,  dass  man  durch  Erfüllung  einer  Reihe  von  Bedingungen  eine 
gute  Karte  bekömmt,  erhalten. 

Als  erste  der  stets  zu  erfüllenden  Bedingungen  ist  in  diesem  Kapitel 
diejenige  gewählt,  dass  die  Flächentheile  der  Karte  proportional  sein 
sollen  denjenigen  auf  der  Erdoberfläche,  d.  h.  dass  zwei  an  verschie- 
denen Punkten  der  Karte  gelegene  Flächenelemente  dasselbe  Ver- 
hältnis zu  einander  haben,  wie  die  entsprechenden  Elemente  der 
Erdoberfläche.  Denkt  man  sich,  wie  dies  schon  bei  den  perspekti- 
vischen Projektionen  geschah,  von  der  Erdoberfläche  ein  vollständig- 
ähnliches,  verkleinertes  Abbild  genommen,  wobei  man  den  Massstab 
der  Verkleinerung  ganz  beliebig  wählen  kann ,  so  kann  man  die 
Karte  mit  diesem  verkleinerten  Abbild  vergleicheu,  und  wenn  man 
den  Massstab  der  entsprechend  verkleinert  dargestellten  Erdoberfläche 
passend  wählt,  so  kann  man  die  Karte  so  herstellen,  dass  direkt  die 
endlichen  (oder  unendlich  kleinen)  Flächentheile  derselben  denjenigen 
auf  dem  Globus  gleich  seien ;  eine  solche  Darstellung  nennt  man  eine 
äquivalente. 

Denken  wir  uns  jedem  Punkte  der  Kugel  einen  Punkt  der  Ebene 
zugeordnet,  und  bestimmen  wir  die  Punkte  auf  der  Kugel  durch  ihre 
sphärischen  Coordinaten :  geographische  Länge  und  Breite ;  die  Puukte 
der  Ebene  beziehen  wir  auf  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem, 
und  es  wird  der  Punkt,  dessen  rechtwinklige  Coordinaten  x,  y  sind, 
als  das  Bild  des  Punktes  aufzufassen  sein,  dessen  geographische 
Breite  und  Länge  cp,  X  sind.  Es  werden  also  x}  y  allgemein  als 
Funktionen  von  <p,  X  angesehen  werden  müssen;  ändern  sich  (p,  X, 
so  werden  sich  auch  x,  y  ändern  und  es  wird 

dx  =  7^  dX  4-  ~  dw 
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Geht  man  von  einem  Punkte  der  Erdoberfläche  zu  einem  anderen 

über,  der  dieselbe  Breite  hat,  so  wird  dcp  =  0,  und  die  hierzu  gehörigen 

Werte   von  dx,  dy   geben  die  Änderung  der  rechtwinkligen  Coordi- 

naten  für  das  Fortschreiten  in  der  Richtung  der  Parallelkreise.    Ebenso 

sind  dx,  dy  unter   der  Voraussetzung,   dass  dl  =  0  ist,  die  Coordi- 

natenänderungen  für  ein  Fortschreiten  in  der  Richtung  der  Meridiane. 

Nehmen    wir    nun    auf   der    Erdoberfläche    drei    Punkte    an ,    deren 

Coordinaten 

cp  cp  cp  -f-  dcp 

l  l  -\-  dl  l 

sind,  so  sind  die  entsprechenden  der  Karte 

x        x  _|_  ||  (n  x  +  g|  dtp 

Um  jetzt  die  Bedingung  der  Äquivalenz  auszudrücken,  ist  es 
nötiir  die  Fläche  der  von  den  drei  Punkten  auf  der  Erdoberfläche 
und  auf  der  Karte  gebildeten  Elemente  zu  bestimmen,  wobei  wir 
erstere  hier  allgemeiner  als  abgeplattetes  Rotationssphäroid  voraus- 
setzen. Der  Halbmesser  des  Parallelkreises  von  der  Breite  (p  ist  dann 
die  parallel  zur  grossen  Axe  der  Meridianellipse  gemessene  Abscisse 
des  Punktes,  dessen  geographische  Breite  cp  ist;  also,  wenn  A  die 
Länge  der  grossen  Halbaxe,  s  die  Excentricität  bedeutet: 

A  cos  cp 
''         Vi  —  t*  siifg?  * 

und  das  Bogenelement  des  Parallelkreises 

,  A  cos  cp  dl 

dsp  —     ,  _ — _  • 

V 1  —  £2  sin  qp2 

Der  Krümmungshalbmesser  'der  Meridianellipse  in  dem  betrach- 
teten Punkte  ist') 

A(l  —  **) 
r. 


und  das  Bogenelement  des  Meridians 

dSm 


V(l  —  £2  siiTcp2)1 
dians 
A(l  -  s*)dtp 


V(l  —  t2  sin  <p2)3 
Das  Flächenelement  des  Dreiecks  wird  daher 

%  A*  (l  —  a2)  cos  cp  d cpdk 

(1  —  f2  sin  <p2)2 

In  der  Ebene  sind  die  drei  zugeordneten  Punkte 
x  x  -f-  dxi  x  -f-  dx2 

U  y  +  äyx  y  +  dy2 , 


1)  S.  hierüber  z.  B.  Heimat  die  mathematischen  und  physikalischen  Theorien 
der  höheren  Geodäsie,  I.  Bd.  pag.  44. 
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wobei,  wie  schon  erwähnt,  da  für  den  zweiten  Punkt  nur  A,  für  den 
dritten  nur  cp  veränderlich  ist,  weil  der  zweite  dem  ersten  unendlich 
benachbart  im  Parallelkreise,  der  dritte  im  Meridiane  liegt: 

(^  CG  f)  OC 

dx,  =  ^—  dk  dx0  =  TT-  dw 

1  C  l  l  dq)       ^ 

dy,  =  |f  dl  dy2  -  ||  dq> 

ist.     Die  von  den  drei  Punkten  eingeschlossene  Fläche  ist 

^  (dxt  dy2  —  dy{  dx2) 
also 

Als  Bedingung  der  Äquivalenz  folgt  demnach: 

dx  dy  dy  dx  A2  (1  —  s2)  cos  q>  , .„. 

dl  dy  ~  dl  dy  ~~  (l  -  s2  sm^)2~  "  ^4y) 

Selbstverständlich  kaun  eine  der  beiden  Funktionen  x  oder  y 
willkürlich  gewählt  werden,  und  darnach  wird  sich  dann  die  andere 
bestimmen.  Setzt  man  voraus,  dass  x  eine  bekannte  Funktion  ist, 
d.  h.    nimmt  man  für  x  eine   bestimmte,    aber   sonst  ganz  beliebige 

'  ÖD 

Funktion  an,  so  dass 

x=F(X,cp), 

so  sind  auch  die  Differentialquotienten 

dx  dx 

dl       x  '     &y 

bekannt,  und  man  hat  dann  die  partielle  Differentialgleichung 

dy  dy A2  (l  —  s2)  cos  cp 

P  dy~q  fl~    (1  —  s2  sin  9)2)2 
in  y,  deren  Integration  zurückgeführt  wird  auf  die  Integration   der 
totalen  Differentialgleichungen 

dcp  _         dl dy 

p  q    ~~  A2  (1  —  f2)  cos  qp  ' 

(1  —  s2  sin  (p2)2" 

Ganz   ähnlich   verhält   es  sich,    wenn  y   als  bekannte   Funktion   an- 
genommen wird. 

32.  Um  über  die  Vergrößerung  und  Winkeländerung  zu  ur- 
theilen,  betrachten  wir  das  unendlich  kleine  Elementardreieck,  dessen 
Seiten  auf  der  Erdoberfläche  dsm,  dsp,  ds  sind,  wo  die  Bogenelemente 
dsm,  dsp  in  der  Richtung  des  Meridians  und  des  Parallelkreises  ge- 
dacht sind,  also  aufeinander  senkrecht  stehen;  ds  ist  dann  die  Hypo- 
tenuse dieses  rechtwinkligen  Dreieckes.  Da  bei  dem  Fortschreiten 
im  Meridiane  nur  <p  sich  ändert,  so  werden  die  Coordinaten  x,  y 
sich  um  dx2,dy2  ändern,  und  das  entsprechende  Linienelement  der 
Karte  ist 

äsm  =  ya*,'  +  dtf  =  dV  /(!=)'  +  (Jp5 


152 


§  32 


In  ähnlicher  Weise  ist  das  dem  Bogenelemente  dsp  des  Parallel- 
kreises entsprechende  der  Karte,  weil  für  dieses  nur  X  sich  ändert: 

dSp  =  fax,'  +  äy*  =  iX  j/(ff )'  +  (ff  • 

Allein  im  allgemeinen  werden  die  Bilder  der  Meridian-  und 
Parallelkreise  in  der  Karte  nicht  mehr  aufeinander  senkrecht  stehen ; 
ist  der  Winkel,  welchen  dieselben  in  einem  Punkte  einschliessen  0, 
u.  z.  so  gezählt,  wie  ihn  die  Meridiane  im  Sinne  der  wachsenden 
Breiten,  die  Parallelkreise  im  Sinne  der  wachsenden  Längen  ein- 
schliessen, und  co,  co'  die  Winkel  der  Richtungen  ds,  dS  mit  den 
Meridianen,  ebenfalls  von  der  Richtung  der  wachsenden  Breiten  gegen 
diejenige  der  wachsenden  Längen  zu  gezählt,  so  ist 

ds2  =  dsm2  +  dsp2 

tg  co  =  d^- 

°  dSm 

dS2  =  dS„2  -f  dSp2  +  2dSmdSp  cos  0 


tg  co'  = 


dSp  sin  © 


dSm  +  dSp  cos  © 


Die  Fläche  des  unendlich  kleinen  Rechteckes  dsmdsp  auf  der  Erd- 
oberfläche entspricht  der  Fläche  des  Parallelogrammes  dSmdSp  sin  0 
auf  der  Karte,  und  wegen  der  Grund eigenschaft  der  Äquivalenz  folgt 

dsm  dsp  =  dSm  dSp  sin  0, 
woraus  der  Winkel  0  als  Function  des  Ortes  bestimmt  ist. 

Sei: 


dSn 

n 

ds„. 


=  k, 


dSP 

d  s„ 


/,■ 


P  5 


ds 


so  folgt,   mit  Rücksicht  auf  die   bereits  angeschriebenen  Werte  von 


°pj 


dsm,  dsv,  dSm,  dSp:x) 


/, 


rm+m 


V(l  —  £2  sin  y')3 
Ä(l  —  s2) 

y\  —  s2  sin  q>2 


sin  0  = 


A  C08  cp 

1 

km  kp 


(50) 


(d£Ly  ,(^pY  {dspY  *2(^\  (dSA  fdsp\ 


COS  0 


k2  = 


+  (SJ" 


tg  co'  = 


/dS 
\dl 


t)  •  (P)  sin  0 


(dS, 


!)  +  (S)Ä)  — 


1)  Im  Werte  für  k2  und   tg  a>   wird  Zähler  und  Nenner   durch  ds2m  resp. 
ds,„  dividiert. 
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_  lm  +  V  tg  o»  +  2  ^fep  tg  co  cos  ©  ,  _  Jcp  tg  o)  «in© 

Ä'~  —  -  ~T+tg ^~  -  ;  tg  »  «  ^  +  ^  tg w coa 0 » 

oder  endlich ,  indem  in  tg  a'  für  sin  &  sein  Wert  gesetzt  wird : 
k2  =  km2  cos  co2  -f-  Ar/  sin  a2  -j-  2AOT  Ar,  sin  co  cos  o  cos  &   j 

,  , tg  CO  __  tg  OJ  l      •  (51) 

*  W  -    km*  +  kmkpcoa0  ~-  JcJ  +  cot  e  j 

Wenn  &  gleich  90°  werden  sollte  (wie  dies   z.  B.  bei  den  äqui- 
valenten  Kegelprojektionen   der   Fall   ist),    so   wird   cos  &  =  0,   und 

dann  wird  auch 

Ä-2  =  km2  cos  co2  +  Ap2  sin  co2 

tg  ©'  =  ^  tg  ra  =  A>2  tg  ca  =  -^y  tg  co , 

Km  lhm 

aus  welch  letzterer  Gleichung  wieder  für  die  Maximaländerung  ö  = 
2(o'  — e>)  folgt:2) 

•   »  _^.-*ü_aw'-1_1-V  ■ 

sm  2  -^  +  *,— y+i     i  +  V" 

33.  J)  Es  sei  a;  eine  blosse  Funktion  von  A,  also 

x  =  F(X). 
Für  die  Meridiane  ist  A  constant,    also  auch  a;  constant,   die  Bilder 
der  Meridiane   sind  folglich  in  diesem  Falle  Gerade,   die   zur   J'-axe 
in  der  Entfernung  x  =  F{X)  parallel  gezogen  werden.    Man  hat  hier 

p  =  F'(X);q  =  ö 
und  es  wird 

,    A2  (l  —  £2)  cos  <p       dg> 

J  ~~    (1  —  £2  sin  op2)2      WJX) 
und  integriert 

_  A2  (l  -  £2)  /*      COSG?  dqp ,     .  ,-v 

* ^aT~J  (l-*2sin^  +  ^  w» 

oder  die  Integration  ausgeführt:2) 

A2  (1  —  s8)   r  sin  cp  .      1     ,         1  -f-  «  siQ  9"!  _i_    ;  /j\ 

*  -  ~FTW~  L2(l-£2sinop2)  +  11  l0^   l-ssinyj  +  t{   }' 
wobei  ^>(A)  eine  willkürliche  Funktion  ist,  deren  Bedeutung  sich  sehr 
leicht   ermitteln   lässt;    da  nämlich   für   cp  =  0  die   obige   Gleichung 

1)  Für  den   allgemeinen  Fall  muss  hier  auf  das  nächste  Capitel  (§  43)  ver- 
wiesen werden. 

2)  Im  folgenden  treten  wiederholt  die  beiden  folgenden  Integrale  auf: 


T         /'    cos  cp  (Zop  ,   TT         f*  dcp 

J  (1  — £-sino?2)2  J  (1  —  £2  sin  op2)* 

I :  sin  cp  =  z,  so  wird 

/dz  z  \_.        L± 

(1-    £222)2     ~=     2(1  —  B2Z2)      "*"     iS       Snl- 


also 

cos  cp  dcp  sin  cp  ,      1    , 

'(1  —  £2  sin  op2)2    =       2  (1  —  s2  sin  cp2)     "*"   4~e   °g/»  1  —  £  sin  cp  ' 


i 
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sich  auf  y  =  4>  (A)  reduciert,  so  folgt  daraus,  dass  dies  die  Gleichung 
des  Äquators  ist  (denn  für  diesen  ist  9?  =  0).  Soll  der  Äquator 
durch  eine  Gerade  dargestellt  werden,  und  nimmt  man  diese  als 
Ä-axe,  so  muss  für  <p  =  0  auch  y  =  0  sein ,  daher  ^  (A)  =  0 ;  dann 
werden  die  Gleichungen 

_  A^l-j*)    f  sinqp  JL_  1  +  s  sin  qpl    "  (52) 

y  JF"(i)        L2  (1  —  £2  sin  <p2)    T    4e     s*  1  —  £  sin  qpJJ 

Sei  z.  B.  F(l)  =  A  A,  i^'(^)  =  ^>  s0  werden  die  Gleichungen 

x  —  A  A 

M  2\  T         sm  <P  _J_    1    1  1  +  £  sin  qp"] 

y  =  A  (I.  -  S  )  L2(1_£2sing)2)  -t"  47  10g»  1  _  £  Sin  <pj  ' 

Für  die  Kugel  ist  e  =  0  und  die  Gleichungen  werden 

x  =  Ak 
y  =  A  sin  (p  , 

welches  die  Gleichungen  der  §  25  c  behandelten  Lambert7 sehen  äqui- 
valenten Cylinderprojektion  ist.     Da  hier 

dx n     dx  . 

dy     _  A  (1  —  £2)  cos  qp i   dy ^ 

^  "  (1  —  £2  sin  cp2]2'    #*  — 


Da  ferner 


2     d         sin  9  cos  qp  [~£2  sin  qp2  cos  qp2  cos  qp2  —  sin  qpa— j 

d<P   Kl  —  *2  sin  qp2  L^  _  £2  gin  ^i  (!_  £«  sin  9i)iJ 

oder  auf  gleiche  Nenner  gebracht  und  reduciert: 

c?        sin  qp  cos  qp  s2  —  2f2  sin  qp2  -f-  s4  sin  qp1 

dtp  ]/!  —  £2  Sin  92  (1  __  g2  sia  ^| 

1  —  2  s2  sin  qp2  -f  s4  sin  9*  —  (1  —  s2) 


=    V\  —  £2  sin  qp 


f    i.    t       B1U    IfJ 

(1  —  £2  sin  qp2)  2 
so  ist 

.  /*  dep  /*  — _ ,  £2  sin  qp  COS  qp 

(l-£2)/—  -j   -      /  Kl  -- £2  sin  g,2  rfqp  _  _=^==|.  • 

J  (1  — £2sin  <p2)*  J  Kl  —  £2sin<p2 


Entwickelt  man  die  beiden  Integrale  in  Reihen  und  bleibt  bei  der  vierten  Potenz 
der  Excentricität  stehen,  so  folgt 
•    /*    cos  qp  dep 

ß 


=  \  sin  qp  (1  -f-  £2  sin  qp2  -|-  «4  sin  qp4)  -f-  £  sin  qp  (1  -f-  ^  £2  sin  cp2 


1(1  —  £2  sin  <p2)2 

-f-  A  £*  sin  qp' 
=  sin  qp  [1  -j-  %  £2  sin  qp2  -f-  f  £4  sin  qp'] 


(1  -  *2)  C  — s-  =  qp  [1  -  i  *2  -  ix  e*]  -  1  s2  (1  "  A  *2J  Bin  ep  cos  <p 

t/  (1  —  e2  sin  cp2)  * 

—  -gf  f1  sin  qp3  COS  qp. 
Letztere  Reihe   erhält  man  übrigens  am  einfachsten,   wenn  man  den  Ausdruck 
unter  dem  Integral  in  eine  Reihe  entwickelt  und  dann  integriert. 
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ist,  so  wird  

cosgp  Vi  -  s*  Biny'_  .  /gg   x 

A  "<  —    i/  ■»    •        ■>    '  ^  —  cos  w  ^  } 

]/ 1  —  es  sin  qp3  cos  * 

folglich 

sin  ©  =  1 , 

so  dass  also  die  Meridiane  und    Parallelkreise   aufeinander   senkrecht 
stehen,  wie  auch  a  priori  ersichtlich  ist-,  hieraus  folgt  endlich: 

,  ,  1  —  s2  sili  qp2      , 

tg  CO    =  ^—  tg  CO 

ö  COS  qp2  ° 

.      6  (1  —  s2)  sin  qp2 

ein   i . 

2  2  —  (1  +  s2)sin  <p2 

34.   B)  Es  sei 
also 

daher  die  Differentialgleichungen 

dqp  dl  dy 


/"(<P)  *f  (?)  J.2(l-S2)COSqp    ' 

(1  —  £2  sin  qp2)2 

oder 

,  A2  (1  —  f2)  COS  qp  dqp        _  ß 

"y  ~~      (1  ^l2  sin"^2)2-  '  7(^7  = 

Die  Integrale  dieser  beiden  Gleichungen  sind 

J°  m  °^\  f*        cos  ^  ^^  - 

lj~-  A-  {L  —  £-)J  (,_£2sin(p2)2/-((py  —  cl 

log«  A  -f-  log»  f(cp)  =  logn  c2 , 
oder 

Xf(cp)  =c.,; 

daher  das  allgemeine  Integral  der  obigen  beiden  partiellen  Differential- 
gleichungen 

C\  =  *  02) 

,  - >  (i  -  ^)/(1_;r^fly)  -  *  y/wi  =  *  w- 


Wählt  man  z.  B. 


j  ,4  A  cos  qp 

V1—1 


s'  sin  qp* 

so  werden  die  Masse  längs  der  Parallelkreise  gleich  sein  jenen  auf 
der  Erdoberfläche,  wobei  allerdings  die  Meridiane  keine  geraden  Linien 
sein  werden,  denn  wenn  1  constant  ist,  so  wird  das  zugehörige  x 
noch  von  cp  abhängig.     Hier  ist 

>/    v  A  cos  qp  /•//•    \  A  (1  —  £2)  sin  qp 

f(v)  =  v,     ,  .    t  ;     /  (?)  = 1 > 

ri  —  £2sinqp2  (1— f2sin  92)T 
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oder 


J    (1  — £2sin(p2)^ 

y  =  A  f/1  -  C*  sin  y*d<p-A8*  -^  »  C0B  »,    +  »  (*)  , 

^7  f  1 —  s2  sin  qp2 


oder    in    Reihenform,    bis    inclusive    Gliedern    zweiter    Ordnung    der 
Excentricität : 

y  =  A(p  (1  —  %s2)  —  -£/*«-  sin  cp  cos  cp  -J-  ^  (#) 

und  für  die  Kugel,  da  für  diese  £  =  0  ist: 

y=  Acp\     x  —  A  cos  cp  •  l. 

Die    Funktion   ip  (#)   bestimmt  sich  wieder ,    indem   man,  <p  =  0 

setzt,   denn  dann  wird  y  —  i[>  (x) ,  welches    demnach   die   Gleichung 

des  Äquators  ist.     Soll  dieser  eine  Gerade  (die  Jf-axe)  sein,  so  muss 
if)  (x)  =  0  sein ,  und  dann  wird 


AX  COS  qp  .  /*,  aj ^—- ~  j  i    •>    sin  cp  COS  qp 

^l-£2  sin  cp2  J  Vl-s2smcp2 

y  =  A{\  —  ^s1)  cp  —  |  ^£2  sin  2 95 

Hier  ist 

£#  J.  (1  —  £ 2)  sin  qp      1  d#  J.  COS  qp 

,  y  =       ^(1-a2)  a^_  =  0 

0<P      "  (i_£2sin92P   '  dl   " 

daher 


(53) 


/,,..  =  i/l  4-  P  sin  qp'2 :     /»„  =  1  :     sin  &  =  .,,  =r^  : 

-,                 1  sin  qp                       ^               1  ,         r  ig  03 

cos  0  =   -,         =g :     tg  ©  =  t-^ :     tg  to  = 


j^l 4-^2  sin  m2    '       °  1  sin  qp  '       h  l-j-Äsinqp-l-Fsinqp2 

Hierbei  ist  bemerkenswert,  dass  die  Vergrösserung  und  Winkel- 
änderung für  diese  Projektion  ganz  unabhängig  sind  von  der  Excen- 
tricität.    Man  erhält  noch  für  die  Wiukeländerung: 

■      /    /  tg  03  —  tg  co  .  '  tg  co  (l  sin  qp  -f-  X2  sin  qp2) 

8  ^W   "  =    1  -f  tg  co  tg  ~oT  =  :  "•      1  -f  X  sin  cp  +  ;i2  sin  qp2  +  tg  to^  ' 

und  da  1  -{-  tg  co2  =  sec  o2,  so  wird,   wenn  Zähler  und  Nenner  mit 

cos  ft)2  multipliciert  wird: 

,    ,  s  \  sin  2  co  (Jl  sin  qp  -f-  i*  sin  qp2) 

tg  {CO    --  COJ  —     x  _j_  ^  (l  Bin  ,  +  ^2  sin  ,«)  (1  +  C08  2a>) 

i  (*  sin  qp  -f-  X2  sin  qp2)        .     a 
— t~t-, — 7—1 — ,    ,,,    ■      -gr  sin  2  co 
1  -f  \  (*  sin  qp  +  *2  Bin  qp2) 


^asin.p+rsin^  2< 

1  +  I  (*  Bin  <P  ~T  *    8ln  f  ) 
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Da 

tg®=.— i , 

°  l  sin  ep  ' 

so  wird 

km  =  cosec  & 

,  tg  co  sin  ©2  ,  sin  @2       ,  „  , 

tgö  =— j ~~, r-^rz  =    7~. -  tg  (ö  =  -  .       .       .     ---r  tg  ö  =  #  tg  Otf. 

°  l-)-cot©  +  cot(92        1  +  sin  @  cos  &   °  1-f- i  sin  2®    ö  ° 

Tafel  15  giebt  für  X  und  90  von  10  zu  10  Graden  die  Werte 
von  &,  und  mit  dem  Argumente  &  die  Werte  von 

_  sin  ®* 

1  -f-^sin.2© 

Da  die  Gleichung  für  y  von  X  unabhängig  ist,  so  stellt  dieselbe 
bereits  die  Gleichung  der  Parallelkreise  vor;  diese  sind  demnach  auf 
der  Karte  gerade  Linien,  die  in  der  Entfernung  y  parallel  zur  A'-axe 
(Äquator)  gezogen  sind.  Wollte  man  die  Gleichung  der  Meridiane 
aufsuchen,  so  hätte  man  aus  den  beiden  Gleichungen  für  x  und  y 
die  Breite  <p  zu  eliminieren.  Da  aber  die  Gleichung  für  y  die  Breite 
<p  in  Form  eines  elliptischen  Integrals  und  als  goniometrische  Funktion 
enthält,  so  ist  die  Elimination  nicht  durchführbar.  Wol  könnte  man, 
wenn  man  nur  Glieder  zweiter  Ordnung  der  Excentricität  mitnimmt, 
aus  den  Gleichungen  für  x  und  y  die  Werte  für  sin  cp ,  cos  <p ,  dem- 
nach auch  für  sin  295  durch  x}  y ,  X  und  <p  ausdrücken;  dann  giebt 
die  Substitution  des  Wertes  von  sin  2<p  in  die  Gleichung  für  y  einen 
Wert  von  <p  als  Funktion  von  x,  y  und  X}  dessen  Substitution  in 
die  Gleichung  für  x  die  Gleichung  der  Meridiane  giebt.  Der  bei  der 
Elimination  einzuschlagende  Vorgang  zeigt  aber  schon,  dass  das 
Resultat  derselben  nicht  einfach  sein,  und  für  die  Erkenntnis  der 
Curve  nicht  wesentlich  beitragen  wird.  Da  aber  ihre  Gestalt  von  der- 
jenigen für  die  Kugelabbildung  nur  äusserst  wenig  abweichen  wird, 
so  wird  man  ihre  Form  in  dieser  Vereinfachung  am  leichtesten  er- 
kennen; hiefür  hat  man  die  Gleichungen 

x  =  aX  cos  cp 
y  =  acp, 
demnach  als  Gleichung  der  Meridiane 

—  =  X  cos  —  • 
a  a 

Der  Meridian  von  der  Länge  X  ist  also  eine  Sinussoide  von  der 
Pfeilhöhe  X  im  Äquator.  I? Avezac  und  Germain  nannten  diese  Pro- 
jektion daher  auch  sinussoidale  Projektion.  Die  Zeichnung  des  Netzes 
wird  sehr  einfach.  Äquator  und  erster  Meridian  werden  durch  zwei 
durch  den  Mittelpunkt  der  Karte  auf  einander  senkrechte  Gerade 
dargestellt.  Trägt  man  für  die  Darstellung  der  Kugel  auf  dem 
Äquator  die  Werte  aq>  auf,  oder  nimmt  man  für  die  Zeichnung 
des  Netzes  von  10  zu  10  Graden  die  Länge  g  —  A  arc  10°  als 
Einheit    an,    und    trägt    sie    mehrmals     auf   dem    Äquator    auf,    so 
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erhält  man  die  Theilpunkte  desselben,  durch  welche  die  Meridiane 
durchgehen.  Man  hat  nun  ebenso  auf  dem  ersten  Meridian  den 
Wert    g  =  A  arc  10°    aufzutragen ;    die    durch    die    Theilpunkte    zum 

Äquator  gezogenen  Parallelen 
geben  die  Bilder  der  Parallel- 
kreise, auf  denen  die  Werte 
ffip  =  A  ■  arc  10°  •  cos  rp=gcoscp 
aufzutragen  sind,  wozu  man 
sich  der  Werte  von  g(f  aus 
Tafel  13  bedienen  kann.  DieVer- 
bindungslinien  der  auf  den  ver- 
schiedenen Parallelen  liegenden 
zusammengehörigen  Punkte  ge- 
ben die  Meridiane. 

Für  das  Ellipspid  hat  man 

auf  dem  ersten  Meridian  (siehe 

Fig.  49)  von  0  aus  die  Grösse 

(1  —  t2)  d<p 


V 


J   (l 


(1  —  s2  sin  cp2)Y 

aufzutragen.  Es  ist  dies  aber  nichts  anderes  als  die  Länge  des  vom 
Äquator  an  gerechneten  Meridianbogens,  und  man  kann  daher  ein- 
facher die  aus  Tafel  14  entnommenen  Werte  von  l(p  suceessive  (oder 
wenn  die  Parallelkreise  nur  z.  B.  von  10  zu  10°  zu  zeichnen  sind, 
die  entsprechenden  Summen  von  je  10°  der  l(p)  auftragen.  Auf 
den  durch  die  Theilpunkte  parallel  zu  ON  gezogenen,  die  Parallel- 
kreise darstellenden  Geraden  werden  dann  die  zu  dem  Parallel  ge- 
hörigen Werte  von  l'ip  aufgetragen,  und  die  zum  selben  Meridian  ge- 
hörigen Punkte  durch  stetige  Linienzüge  verbunden. 

Man  kann  übrigens  sehr  leicht  für  irgend  einen  Punkt  die 
Tangente  an  den  Meridian  construieren;  es  ist  nämlich  0  der  Winkel, 
den  dje  Meridiane  mit  den  Parallelkreisen  einschliessen,  daher  der 
Winkel  der  Tangente  mit  der  Ä-axe;  für  diesen  war  gefunden: 

1  V 


tg©  = 
1  );i  für  den  Punkt  S 


X  sin  cp  y  l  sin  cp 

SM=y,  so  wird,  wenn 

MN  =  MS  sin  cp  .  arc  X, 

N S  die  Tangente  in  P  sein x) ,  denn  es  ist 

MS  1 

MN  ~~  l  sin  cp 


tg  SN M  =  tsr  0  =  4;C  = 


1)  Zur  Construktion  von  31 N  kann  man  sich  auch  der  Tafel  13  bedienen, 
denn  in  der  Colurnne  gv  ist  der  Wert  von  cos  cp;  für  den  Punkt  S  ist  z.  B. 
arc  l  (nach  Tafel  8)  1-0472,  sin  cp  nach  Tafel  13  gleich  0-6428,  daher 

MN=  06731  318. 
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Für  den  Pol  ist  <p  —  90°,  daher  wird 
tg©  =    [   . 

Trägt   man   daher   von    0  aus   nach    Q   die   halbe  Peripherie  für 

den  Halbmesser  OP  auf,  also  OP.—  und  theilt  OQ  in  ebenso  viel 

Theile,  als  Meridiane  im  Quadranten  gezogen  wurden,  so  sind  die 
Verbindungslinien  der  Theilpunkte  mit  dem  Pole  P  die  Tangenten 
an  die  einzelnen  Meridiane;  denn  für  den  Meridian  von  der  Länge  X  ist 

OQ'  =  OQ-  —=QP.  A, 


also 


tg  Q'PO  =  -y- ,     also     Q' PO  =  &. 


l 


Für  den  180.  Meridian  ist 

tg  ©180  =  —  , 

daher 

©180  =  72020'36". 

Für  die  Darstellung  der  ganzen  Erdoberfläche  schliessen  daher  die 
beiden  äussersten  Meridiane  am  Pole  einen  Winkel  von  144°  41'  12"  ein. 

Man  sieht  aus  Tafel  15,  dass  für  massige  Werte  von  X  und  be- 
sonders von  <p  die  Winkeländerung  &  und  daher  auch  die  VergrÖsserung 
km  nur  massig  ist.  Es  wird  sich  daher  diese  Projektion  sehr  gut 
eignen  für  Gegenden  von  nicht  allzu  grosser  Längenausdehnung  in 
der  Nähe  des  Äquators,  wie  z.  B.  Afrika.  In  der  That  findet  man 
in  den  meisten  Atlanten  die  Karten  von  Afrika  in  derselben  dar- 
gestellt. 

Zum  ersten  Mal  wurde  sie  1650  verwendet  von  Nicolas  Sanson 
(1600 — 1667)  bei  seinen  Karten  von  Europa,  Asien,  Afrika  und 
Amerika;  später  (1729)  hat  sie  John  Flamsteed  bei  den  Himmelskarten 
in  seinem  Atlas  coelestis  gebraucht,  und  wurde  sie  seither  nach  ihm 
benannt.  Jetzt  findet  man  sie  auch  als  Sanson-Flamsleecfsche  Pro- 
jektion bezeichnet,  jedoch  wollen  wir  sie  nach  ihrem  ersten  Erfinder 
die  Sansori  sehe  Projektion  nennen.  1865  wurde  sie  von  Medicinal- 
rath  Mohr  als  neue,  isographische  Projektion  zur  Darstellung  der  ganzen 
Erdoberfläche,  jedoch,  wie  aus  Tafel  15  ersichtlich  ist,  gewiss  mit 
Unrecht  vorgeschlagen.1) 

35.  C)  Sollen  die  Parallelkreise  durch  Gerade  dargestellt  werden, 
die  parallel  zur  Jf-axe  gehen,  so  wird  y  von  X  unabhängig,  also 

y  =  F(<P~) 


1)  In  der  Sitzung  der  niederrheiDiscken  Gesellschaft  der  Naturforscher  und 
Arzte,  vom  6.  Februar  1865.     S.  Germain  1.  c.  pag.  91. 
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sein  müssen;  dann  ist: 

II--0,     ^y-  =  F'{cp) 

und  die  zu  integrierende  Differentialgleichung  wird 

„, ,    .    dx  A2  (1  —  s2)  cos  a> 

Jf  ((jp) 


3i  (1  — *2sin  g>2)2     » 

demnach 

~  =  ^  (1   ~  B2)  COS  cp l\y(w\ 

X  (1  -  s2  sin  cp2)2  F\cp)        A^r%W)' 

Soll  der  erste  Meridian  durch  die  .F-axe  dargestellt  werden,  so 
muss  für  A  =  0  auch  x  =  0  sein,  daher  %  (9))  =  0  und  es  werden 
die  allgemeinen  Gleichungen  dieser  äquivalenten  Projektion 

_  ^-2(1  —   f2)  COS  tp  .   ] 

*  ~~  (1  -  s*  Bin  9«)«  F\V)   '  A  (54) 

y  =  F(cp)  J 

und  für  die  Kugel 

A2  cos  <p       ,  ] 

X  rü~. — ; —   *   ^  I 

F«P)  .  (54a) 

y  =  Fiv)  \ 

Hierbei  ist  F(cp)  noch  willkürlich.     Wählt  man 

„,,   .  4(1-  *2) 

^  (9)  = 1-  , 

(1  —  f2  sin  qp2)Y 

so  erhält  man  die  eben  behandelte  Sanson' sehe  Projektion.  Man  kann 
die  Bedingung  stellen,  dass  die  Meridiane  der  Karte  Curven  von 
bestimmter  Eigenschaft  seien.  Dabei  darf  man  jedoch  nicht  ganz 
willkürlich    vorgehen;    denn   sei   die   angenommene    Curve   durch   die 

Gleichung 

<Z>  {x,  y,  X)  —  0  («) 

dargestellt,  so  wird  mit  Rücksicht  auf  die  Werte  von  x  und  y 


_    (      A2  (1  —  s2)  COS  ra         ,  1    1  n 

*/  ,   'ly    *.  »,  ij-o 


{(i- 


sein  müssen,   aber  aus   dieser   Gleichung  muss  X  wegfallen,  weil  die 
Gleichung  für  y  der  Annahme  nach  eine  reine  Funktion  von  cp  sein 
soll.     Dieses  drückt  sich  analytisch  durch  die  Beziehung  aus 
d$         n        ,       d<&     ,     d$     dx        n 

-dT  =  °>  oder  3x+T*dr  =  ° 

und  da 

dx  x 

~dT     =  T" : 

Diese  Gleichung  sagt  aus,   dass   die   Gleichung  <&(x,  y,  A)  =  0 
nach  x  und  l   homogen  von    der  nullten  Ordnung  sein  muss,   d.  h. 
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eine   blosse  Funktion  von    —  ist,  sie  wird  also  die  Form  haben 

*(y,y)  =  o,  (ft 

welche  in  der  That  der  oben  erhaltenen  Bedingung  genügt.') 

Sollen    die   Meridiane   durch  Ellipsen   dargestellt   werden,    deren 
allgemeine  Gleichung  wir 

.**       ,       y2      _  -,     . 

schreiben,  so  muss,  weil  diese  Linien  sämmtlich  durch  die  beiden 
Pole  gehen  sollen,  die  Entfernung  der  Schnittpunkte  der  Meridiane 
mit  dem  ersten  Meridian  vom  Mittelpunkte  der  Karte  constant  gleich 
dem  halben  Abstand  m  der  beiden  Pole  sein.  Da  also  für  x  =  0, 
y  =  m  sein  soll,  so  muss 

f\  (A)  =  m 

sein  und  die  Gleichung  wird  mit  Berücksichtigung  des  Wertes  für  x : 

J.2  (1  —  ?2)  COS  <p  •  l  \  2  /^y 


+  (-9=1. 

1     \m  / 


Soll  sich  hieraus  y  als  blosse  Funktion  von  op  ergeben ,  so  muss 
/*(A)  =  wA  sein;  die  Gleichung  der  Meridianellipse  wird  daher: 

s'      •['     ya  =  i 

(W*)2     ""        TO2  ' 

und  die  Bedingungsgleichung  für  y: 

Km2  —  y'z  Ai  (1  —  s-)  cos  qp 

m  w(l-s2sincp2)2    d?/ 


und  integriert: 


cos  qp  dqp 


JV»*  -  y"  dy  -  *  •  -£  (1  -  #)jXl  _ 

oder 


i* 


1    t/~i 5"  i   m  y 

\y  y  ml  —  y   -\ — —  arc  sin  -*— 

~  (1  -  *2)  rT7r^inaqP— -f  +  ^"  log.  i  +  i4?-^l 

7   [_"2  (1  —  s2  sin  qp2)     '      4f        °re    1  _  f  sin  q>  J  > 


m 


wo  die  Integrationsconstanten  gleich  Nöll  sind,  weil  für  y>  =  0  auch 

y  =  0  ist. 

Hierzu  kömmt 

x  =       A%  (*  ~  £^  cos  «P       *. 

(1  -  ?2sin  (p2)2^- 
a  qp 


1)  Einfacher  folgt  dieses  Resultat  aus  der  Überlegung,  dass  bei  der  Elimination 
von  qp  aus  den   Gleichungen  für  x  und  y  die   Grössen  x  und  Ä  immer  in    der 

Verbindung  —  auftreten. 

Herz,  Landkartenprojektioneu.  \\ 
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Zur  bequemeren  Berechnung  sei 

y  =  m  sin  & , 
dann  wird  die  linke  Seite  der  obigen  Gleichung: 

^-  (20-  +  siu  29). 
Setzt  man  Kürze  halber 

f.  ox   T  sin  qp  i        1      i  1-f  f  sin  cp  ~]  ,    , 

O  q.     i       •      oq.  4j.2</qp) 

2 #  -4-  sin  2or  = 

1  mn 

Die  hier  eingeführten  Grössen  m,  n  sind  aber  für  ein  gegebenes 
Rotationsellipsoid  nicht  von  einander  unabhängig.  Es  ist  nämlich  eine 
Zone  desselben  vom  Äquator  bis  zur  Breite  cp  x) 

0^  =  27tÄig(cp), 
folglich  die  Zone  zwischen  zwei  Meridianen  von  der  Längendifferenz  X 

0y,2  =  A*g(cp)  •  A. 
Für  das  halbe  zwischen  den  beiden  Meridianen  enthaltene  bis  zu 
den  beiden  Polen  reichende  Zweieck  folgt  hieraus  (da  cp  =  90°  wird) 

0X  =  A>  (l  +  -^  logn  4±i)  L 

Die  Fläche  des  entsprechenden  Zweieckes  der  Karte  ist 

und  wegen  der  Äquivalenz  ist  auch,  wenn  Kürze  halber 

gesetzt  wird: 

—  m  n  X  =  A2r]X, 

demnach 

nmn  =  2A2ij, 
woraus 

2#  +  sin  2#  =  ^^1. 

folgt.2)     Hieraus  findet  man 

r>/i     i  n  a.\  d&  a  o.">  d&         2it      ,,    n.  2(1  —  f2)         n  cos  qp 

2(1  -4-  cos  20-)  -t—  =  4  cos  #-,,    =     -  g  (cp)  =  -- 1  j- g  .y  ... 

V      ■  7  dq>  rfqp  rt         v^y  /j         (1 — «2  sin  qp2)2 

daher 

(Z«  e^dd  ">n  1  —  f2         31  COS  qp  A2  (1  —  s2)  cos  Qp 

—  w  cos  # 


dtp  dtp         2  cos  fr         77      ( 1  —  s2  sin  qp2)2     "    »  cos  #    (1  —  £2sinqp2)2 


1)  S.  z.  B.  Herr,  Lehrbuch  der  höheren  Mathematik  II,  pag.  344. 

2)  Diese  Gleichung  erhält  man  übrigens  aus  der  Gleichung 

iA*g(q>) 


2&  -f  sin2#  = 


mn 


indem  man  qp  =  90°  setzt,  welchem  Werte  y  =  m  und  &  =  -—  entspricht. 
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mithin 

x  =  a  •  n  cos  &. 

Man  hat  daher,  alles  zusammengestellt: 


20-  -f  sin  2#  =  ar 


(, 


sm  qp 


s*  sin  cpi 


+ 


l     .  1  4-  £  sin  qp\  , ,  „ 

—  loff„  — ! —       —  1(1  —  *2) 
2  s      ö"  1  —  f  sin  ep/  v 


1  + 


s2  .         1  -f  e 
-log« 


(55) 


(55  a) 


1  —   E 

y  —  m  sin  ö" 

a:  =  w  A  cos  & 

Für  die  Annahme  einer  kugelförmigen  Erde  wird1) 
2&  -\-  sin  2<9 ■  =  ä  sin  qp. 

Tafel  16  giebt  mit  dem  Argumente  qp  die  Werte  von  -fr,  sin  -fr 
und  cos  &  für  die  Annahme  einer  kugelförmigen  Erde ;  und  die  wegen 
der  Abplattung  des  Rotationssphäroids  hinzuzufügenden  Correktionen 
zZ-fr,  A  sin  &,  A  cos  %■.  Die  Auflösung  der  Gleichung  für  $  für 
das  Rotationssphäroid  braucht  nämlich  nicht  neu  durchgeführt  zu 
werden ;  es  ist  nämlich  für  dieses : 

sin  qp  ,       1    ,      •   1  -|-  £  sin  qp 

1    los. 

is 


2#'  +  sin  2»'  =  n 


2  (1  —  t2  sin  qp 


n  +  T7  l°Sn 


1  —  £  sm  qp 


+ 


1     ,         1  +  * 
log 


2  (1  -  *2) 

also  mit  Benützung  der  Reihe  §  33  für  den  Zähler,  und  derselben 
Reihe  für  sin  qp  =  1  für  den  Nenner,  bis  inclusive  Grössen  dritter 
Ordnung  der  Excentricität : 

1  -f-  £  s2  sin  qp2 


2&'  -\-  sin  20/  =  %  sin  qp  • 

oder 

2#'-{-  sin  2»' 


1  +  iM' 


=  7t  sin  qp  (1  —  -|  £2  cos  qp2) , 


f  ä£z  sin  qp  cos  qp- 


n  sm  qp 

Ist   nun    #•    der    zu   derselben   Breite   qp   gehörige  Wert  für   die 
Kugel,  wie  er  aus  Tafel  16  folgt,  so  ist 

2%-  -f-  sin  2&  =  7t  sin  qp 
und  die  obere  Gleichung  davon  subtrahiert: 

2(&  —  »')  +  2  sin  (#  —  #')  cos  («•  -f-  #')  =  f  tf£2  sin  qp  cos  qp2. 
Die  Gleichung  zeigt,  dass  die  Differenz  #•  —  &'  von  der  Ordnung 
des  Quadrates  der  Excentricität  ist;  vernachlässigt  man  daher  con- 
sequenter  Weise,  wie  dies  schon  bisher  geschah,  die  vierten  Potenzen 
derselben,  so  wird  man  sin  (-91  —  &')  mit  dem  Bogen  und  0  -f~  '^' 
mit  2-9'  vertauschen  können,  und  hat  dann 

(ß-  —  #')  (1  -j-  cos  2&)  =  ^Tte2  sin  qp  cos  qp2 
und  daraus,   wenn  statt  des  Bogens  &'  —  &   gleich   der  Winkel  an- 
gesetzt wird: 

#'=  0  —  £ 


n  s2  sin  qp  cos  qp2 


I 


cos  »2 


arc  1" 


1)  Wie  aus  der  Reihenentwicklung  der  Logarithmen  im  Zähler  und  Nenner 
sofort  folgt. 


11 
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Für  qp  =  90n  nimmt  das  Correktionsglied  die  unbestimmte  Form 
—  an;  da  aber  hiefür  die  erste  Gleichung  (55)  in  (55a)  übergeht,  so 
sieht  man,  dass  Aft  für  cp  =  90°  verschwindet.     Ist  also 
A  9-  —  j    ff2  sin  qp  cos  cp 

z/  sin  #  =  -f-  cos  &<4ft;     z/  cos  #  =  —  sin  &/]%■, 
so  wird  für  das  Rotationsellipsoid 

&'  =  &  +  4& 
sin  %■'  =  sin  #  -{-  z/  sin  -fr 
g     cos  #•'  =  cos  Q-  -\-  /J  cos  -fr. 
Diese  Projektion   gab  zuerst   Mollweide. ')     Weitere  Verbreitung 
erhielt   sie    aber    erst    durch    Jacques  Babinet,    der    ihr    den    Namen 
homalographische    Projektion    gab.      Die    Construktion    derselben    ist 
aus  Formel  (55)  leicht  zu  entnehmen ;    da  übrigens  der  Wert  von  A 
beliebig  ist,  so  legt  die  Beziehung 

;//  n%  =  2  Ä1  rj 
den  Werten  von  m  und  n  durchaus  keine  Beschränkung  auf.    Nimmt 
man  diese  ganz  beliebig,    so  wird    sich  immer  ^in  zugehöriges  A  er- 
geben; es  ist  selbst  das  Verhältnis  von  m  und  n  beliebig,  doch  nimmt 

man  n  so,  dass  m  =  —5—;  dann  wird  das  Bild  des  90.  Meridians  ein 

Kreis.  Um  unter  dieser  Voraussetzung  das  Netz  zu  zeichnen,  sei 
(Fig.  50)  der  Kreis'  K  das  Bild  des  90.  Meridians;  CA  das  Bild  des 
Äquators,  CD  dasjenige  des  ersten  Meridians;  theilt  man,  wenn  z.  B. 


1)  Siehe  Zachs  Monatliche  Correspondenz  1805.  Bd.  XII  p.  152:  „Über  die 
von  Professor  Schmidt  in  Giessen  in  der  zweiten  Abtheüung  seines  Handbuches 
der  Naturlehre  pag.  595  angegebene  Projektion."  Schmidt  theilt  den  Äquator 
in  gleiche  Theilt-,  und  zieht  die  durch  die  Pole  uud  die  erhaltenen  Theilpunkte 
gehenden  Ellipsen;  dann  theilt  er  die  Ellipsenquadranten  in  gleiche  Theile, 
und  verbindet  die  entsprechenden  Theilpunkte.  Dies  verwirft  Mollweide,  und 
zieht  statt  dessen  geradlinige  Parallelkreise,  so  dass  die  Flächeninhalte  gewahrt 
bleiben.  Die  Ableitung  von  Mollweide  ist  die  folgende:  Ist  der  Radius  der 
Kugel  =  a,  so  ist  der  Halbmesser  des  Kreises,  der  dieselbe  Gesammtfläche  hat, 
wie  die  Halbkugel  avi  .     Sei  nun  (Fig.  50)  AH  =  fr,  dann  ist 

IL  L  =  a  f'2  cos  #• ;     LC  =  a  }/:l  si  n  # , 
die  Fläche  des  Dreiecks 

HCL  =  \HL    CL^la*  sin  2&, 
der  Ausschnitt 

AHC  =  aVI-  &■  \aY2=a*&, 
folglich  die  Fläche 

AHLC=  4'   (2*  +  sin  2»). 

Gehört  nun  HK  zur  Breite  cp,  so  ist  die  Kugelzone  ^(fiii  sin  cp,  und  es  muss  daber 

2  &  -f-  sin  2  &  —  it  sin  cp 
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die  Netzlinieu  von  10°  zu  10°  zu  zeichnen  sind,  CA  in  9  Theile, 
und  zieht  durch  die  Theilpuukte  und  die  Pole  ß,  B'  die  Ellipsen, 
so  sind  dieses  die  Bilder  der  Meridiane.  Ist  ferner  <£  ACH '=  fr, 
oder  LC  =  Cü  sin  fr  (uach  Tafel  16),  so  ist  HL  das  Bild  des  Parallel- 
kreises von  der  Breite  (p. l) 

Es  ist  auch  hier  wieder  der  Winkel  der  in  einem  Punkte  des 
Meridians  gezogenen  Taugente  mit  der  liichtung  CA  gleich  dem 
Winkel,  den  der  Meridian  mit  dem  Parallel  einschliesst.  Um  diesen 
zu  finden  haben  wir  wieder  zur  Anwendung  der  Formeln  (50)  auf 
diesen  Fall: 
B 


dy  A?  (1   —   S*)_  wo  ifj  .         vy 

dq>    '  n  cos  #        (1  —  s2  sin  qp2)2         £U 

dx  ,        •      r.    d&  In  sin  &       n  cos  qp  (1 

=  —  A  n  sin  fr  -3 —  =  — 


*2) 


oder 


dqp 


dx 
dcp 


dcp 

J.U(1  —  f2)  sin  9 


2  cos  &*       t\  (1  —  £2  sin  (p2)2  ' 


m  cos  #2 


daher 


km  — 

A"„  = 


cos  qp*  dx 

(1  —  s2  sin  q>2)*  '       TT 

/. 


w  cos  •&•, 


^cosqp      yi  +  r  ^  a  tg  »y 

#  Vi -s*  sin  cp*  '  y™       ö     y 


w  cos 

w  cos  &  Vi  —  sz  sin  qp 
J.  COS  qp 


A-*,-jA+(£*tg«)\ 


folglich 

sin  ©  = 


X  tg«1 


//l  +  ^tgtfj 


cos  ® 


J/I  +  (£ltB»)' 


cotg  ©  =  —  A  tg  fr. 


1)  Die  Fig.  70  in  Fiorini  ist  unrichtig,  denn  die  Abstände  der  Parallelen 
müssen  gegen  den  Pol  zu  abnehmen,  wie  leicht  aus  den  Werten  von  sin  & 
folgt,  während  sie  bei  Fiorini  zunehmen. 
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Anmerkung.  Wiechel  nimmt  in  einem  Aufsatze1)  als  wichtigste  für  Erd- 
karten zu  erfüllende  Bedingung  Äquivalenz  an.  Hierüber  lässt  sich  nun  aller- 
dings streiten,  und  Gauss2),  Weber3),  Eisenlohrx)  ziehen  conforme  Abbildungen 
vor.  Aber  das  eine  darf  man  wol  behaupten,  dass  die  äquatorealen  und  schrägen 
äquivalenten  Longitudinalabwicklungen  WiecheVs  (die  Transversalabwicklungen 
sind,  wie  Wiechel  selbst  bemerkt,  identisch  mit  den  /Somson'schen.  Mercartor 'sehen 
[er  nennt  sie  /?onwe'scheJ  und  Werner'' sehen  äquivalenten  Abwicklungen) 
besser  nicht  „erfunden"  worden  wären,  wenn  man  eine  misglückte  Trans- 
formation einer  seit  1521  oder  1524  bekannten  Projektionsart  als  „Erfindung"  be- 
zeichnen kann.  Dies  scheint  Wiechel  auch  empfunden  zu  haben,,  und  fasst  sein 
Bedenken  in  die  Worte  zusammen:  „Ob  dagegen  die  lang  gestreckte  Form  der- 
selben (d.  i.  der  äquatorealen  Longitudinalprojektion)  Freunde  erwerben  wird, 
ist  sehr  zweifelhaft."  Dabei  übersieht  Wiechel,  dass  bei  dieser  Darstellung  das 
Bild  des  Poles  genau  so  gross  ist,  wie  dasjenige  des  Äquators,  selbst  wenn  man 
nur  die  halbe  Erdkugel  darstellt,  während  docli  in  den  350  Jahre  altern  soge- 
nannten Apian  sehen  Karten ,  wenigstens  für  diesen  Fall  das  Bild  des  Poles  ein 
Punkt  ist.5)  Diese  zuerst  von  Petrus  Apianus*)  (oder  Bienewitz)  in  seiner 
Cosmographie  angewandte  Projektionsmethode  hat  äquidistante  Parallelkreise 
und  kreisförmige  Meridiane,  welche  durch  die  beiden  Pole  und  die  entsprechen- 
den Theilpunkte  des  in  gleiche  Theile  getheilten  Äquators  gehen,  wie  dies  aus 
Fig.  51  ersichtlich  ist.  Um  die  ganze  Erdkugel  darzustellen,  wird  die  Theilung 
des  Äquators  auch  über  den  90.  Meridian  fortgesetzt  und  durch  die  Theilpunkte 
werden  Kreise  gezogen,  deren  Halbmesser  gleich  demjenigen  des  90.  Meridians 
sind;  dieselben  werden  bis  zur  Berührung  mit  den  durch  die  beiden  Pole  ge- 
zogenen Parallelen  gezeichnet.  Bei  Apian  ist  jedoch  der  Längengrad  des 
Äquators  um  |  kleiner  als  der  Breitengrad ;  daher  stellt  der  Kreis ,  dessen  Mittel- 
punkt 0  ist,  den  Meridian  von  der  Länge  135°  dar.7)  Als  eine  Variante  dieser 
Projektion  ist  die  Projektion  von  Heinrich  Loritz  oder  Glareanus  (1527)  zu  be- 
trachten, bei  welcher  das  Netz  der  Meridiane  dasselbe  ist,  die  Bilder  der  Parallel- 
kreise   durch  die   Theilpunkte    des  in    gleiche    Theile    getheilten  Kreises  PQ, 


1)  ,, Rationelle  Graduetzprojektionen".  Der  Civiliugenieur,  Jahrg.  1879,  p.  401. 

2)  Allgemeine  Lösung  der  Aufgabe ,  die  Theile  einer  gegebenen  Fläche 
so  auf  einer  anderen  gegebenen  Fläche  abzubilden ,  dass  die  Abbildung  dem 
Abgebildeten  in  den  kleinsten  Theilen  ähnlich  wird.  Ges.  Werke  IV.  Bd.  p.  189. 

3)  Grelle,  Journal,  Bd.  67,  pag.  229. 

4)  Grelle,  Journal,  Bd.  72,  pag.  143. 

5)  Über  WiecheVs  zenitale  Projektion  s.  §  41. 

6)  S.  D'Avezac,  Coup  d'oeil  historique  sur  la  projeetion  des  cartes  de  geo- 
graphie  im  Bulletin  de  la  Societe  de  geographie  de  Paris,  V.  Serie,  Bd.  V 
(1863),  pag.  313.  Nach  F.  Wieser  (Sitzungsberichte  der  Wiener  Academie  der 
Wissenschaften,  philos.  Klasse,  Bd.  82.  „Der  Portulan  des  Infanten  Philipp  IL") 
erweist  sich  diese  Annahme  als  unhaltbar,  da  die  Carta  universale  des  Benedetto 
Bordone  die  „spätestens"  1521  verfasst  sein  soll,  bereits  in  dieser  Projektion 
dargestellt  ist.  Später  wird  sie  häufig  verwendet;  das  Kartenwerk  des  Battista 
Agnese  von  1548  (Wiener  Hofbibliothek  Cod  membr.  Nr.  623)  enthält  eine  Welt- 
karte in  dieser  Projektion  (Blatt  13).  Hingegen  scheint  die  Weltkarte  in  dem 
„Isolario  di  Benedetto  Bordone"  aus  dem  Jahre  1534  (mir  lag  ein  Exemplar 
vor,  das  im  Besitze  des  k.  k.  militär- geographischen  Institutes  in  Wien  ist: 
Arch.  Nr.  943)  äquidistante  Parallelkreise  mit  elliptischen  Meridianen,  deren 
Durchschnittspunkte  mit  dem  Äquator  äquidistant  sind,  zu  haben,  eine  Pro- 
jektion, die  Arago  in  seiner  Astronomie  populaire  beschreibt  (s.  Tissot  I.e.  p.  94). 

7)  Gretschel,  Kartenprojektionen  pag.  254. 
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dessen  Mittelpunkt  O  ist,  gehen.  (S.  dessen  Werk  Henrici  Glareani  poetae 
laureati  de  geografia  liber  unus.)  Hierher  gehört  auch  eine  Projektion  von 
P.  Fournier ,  bei  welcher  die  Parallelkreise  gerade  Linien  sind,  parallel  zu 
OQ  durch  die  Theilpunkte  des  in  gleiche  Theile  getheilten  90.  Meridians  PQ, 
die  Meridiane  Ellipsen  durch  die  beiden  Pole  und  die  Theilpunkte  von  0  Q , 
also  wie  bei  der  Molhveideschen  Projektion.1) 
P 


Fig.  51. 

Ein  anderes  Beispiel  einer  äquivalenten  Projektion  mit  gerad- 
linigen Meridianen  ist  die  von  Prepetit  Foucaut  angegebene  und  von 
ihm  stereographische  äquivalente  Projektion  genannte,  und  zwar  deshalb, 
weil  die  Entfernung  der  Parallelen  vom  Äquator  dieselbe  ist  wie  bei 
der  stereographischen  Projektion;  d.  h.  es  ist  (für  s  =  0): 

v  =  A  tgf  -?- 


also 


x  = 


dy   s 

dcp 

_■  Az  cos  yi  l 


2  cos 


äy_ 
dcp 


=  2  A  cos  qp  cos 


X. 


Um  die  Gleichung  der  Meridiane  zu  bestimmen  hat  man 
cp  l  l  A 


cos  -hr-  — 


sin 


y 


i  +  tg 

V 


cp- 


/'+©' 


Vä?  + 


y* 


cos     , 


sin  -— —  = 


VA*  ~+  y* 

A%  -  y* 
A*  +  y*  ' 
A?        . 

als  Gleichung  des  Bildes  der  Meridiane,  welche  daher  Curven  5.  Ord- 
nung sind. 


cos  cp 
Daher : 


2A   ^-y- 
A   A*  +  tf 


1)  Tissot,   Memoire    sur  la  representation    des  surfaces  et  les  cartes  geo- 
graphiques  pg.  95. 
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36.  D)  Bei  geradlinigen  Parallelkreisen  sollen  die  Meridiane 
geradlinig  sein,  und  von  einem  Punkte  ausgehen;  dann  wird  (s.  den 

vorigen  §) : 

y  =  F((p) 

-      -4'U  —  £2)  COS  (f  •  l 
X  ~~~  (1  —  £2sin  cp2fF'{(p)  ' 

Die  Gleichung  der  Geraden,    welche  das  Bild  des  Meridians  sei, 

wird 

y  —  b  =  x  tg  a 

sein,  wenn  b  die  Entfernung  des  Schnittpunktes  desselben  mit  der 
Z-axe  vom  Kartenmittelpunkte,  a  der  Neigungswinkel  derselben  mit 
der  Jf-axe  ist.  Da  alle  Meridiane  die  .F-axe  im  selben  Punkte,  näm- 
lich im  Pole  schneiden ,  so  muss  b  constant  sein ;  es  wird  ferner 
der  Neigungswinkel  a  nur  von  der  Länge  des  Meridians  abhängen, 
daher  cot  a  — 6'(/l)  eine  blosse  Funktion  der  Länge,  und  die  Gleichuug 
des  Meridians  wird 

(y-b)G(l)  =  x. 

Diese  Gleichung  muss  durch  die  oberen  Werte  von  x  und  y 
identisch  erfüllt  werden.  Substituiert  mau  dieselben  aber  ein,  so 
entsteht 

A2  (1  —  £2)  COS  W  ■  l  rrt/     ■.  j1W1\ 

Diese  Gleichung  kann  nur  identisch,  d.  h.  für  jeden  Wert  von 
K  erfüllt  werden,  wenn 

G(l)  =  cl 
ist,  und  dann  erhält  man 

Az  ( i  —  £2)  COS  m  , 

— w  =  y  ~b> 

c  (1  -  £2  sin  ep2)2  -£- 
oder 

(,,  _  h\  ~y-    =  —  ( !  —  s2)  cos  ^ 

[J  '    d<p  C(l-  J2siu  q>*)*    ' 

und  integriert 

Da  für  cp  —  0,  y  =  0  werden  soll,  so  wird  C  =  0;  ferner  ist 
y  =  b  für  qp  =  90°,  daher 


_  ö2  =  —  ^2  (1  —  £2)  T ,   - -,-  +  ^-  logn  4-— 

C  '        1  —   £'       '       2f  °"      1  —  £ 

und  durch  Division  der  beiden  Gleichungen: 

sin?  ,    J_  ,  1  +  £  sin  qp 

1  —  £2  sin  <p2  ~r  2  £      B»   1  —  £  sin  <p 


1         ■       1    ,  1  +  £ 

1  — £2  +   2f    °g»    1  —  £ 


(m) 


(56) 


Die  Gleichung  der  Meridiane  ist  dann  wegen  G{X)  =  ck 
(y  —  b)  cl  =  x, 
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wobei  c  mit  b  und  A  durch  die  Gleichung  (m)  verbunden  ist.  Wählt 
man  also  b  und  c  beliebig,  so  kann  man  aus  (m)  den  zugehörigen 
Wert  von  A  bestimmen.  Da  man  aber  dem  der  Abbildung  zu  Grunde 
gelegten  Ellipsoid  einen  beliebigen  Äquatorradius  geben  kann,  so 
wird  c  and  b  willkürlich  gewählt  werden  können,  wonach  sich  dann 
der  Massstab  der  Karte  bestimmen  wird. 

Um  dieselbe  zu  construieren,  sei  Ox  (Fig.  52)  der  Äquator,  Oy 
der  erste  Meridian,  P  der  Pol;  damit  ist  OP=b  bestimmt.  Für 
y  =  0  ist 

x  =  —  bei, 

daher  ist 

des  Schnittpunktes  des  Meridians 
von  der  Länge  l  mit  Ox.    Setzt 
man  —  b  c  =  a,  so  wird  diese  Ent- 
fernung al,  und  für  den  ausser-   -*£ 
sten     Meridian ,     für     welchen 


bei  die  Entfernung 


l  =  —  ist, 


Nimmt  man 


für  diese  Strecke  0  R  an,  so  ist 

damit  a  =       — ,  folglich  auch 

c  bestimmt.      Für    die  übrigen 

Meridiane  hat  man  0  R  in  ebenso 

viele   Theile   zu  theilen,    als  Meridiane  gezogen   werden  sollen,    und 

die  Theilpunkte  mit  P  zu  verbinden. 

Um     die     Parallelkreise 
(s.  pag.  163): 

2ly-7f 


zu     construieren     hat    man     zunächst 


-  sin  <p  (1  —  |«2  cos  cp2) 
b2  —  2by  -f-  y2  =  b2  [1  —  sin  <p  -f  |  s2  sin  cp  cos  <p 2] 

(b  -  y)«  =  2b2  [sin  (45  -  -^)2  -f  |£2  sin  ^  cos  g)2J 


&_  y  =  &  j/2  sin  (45  -  \) 


1  +  i« 


2    sin  qo  cos  q)2 


y  =  ft  fl-^2sin(45-|)-  \f\ 


(-~!)2J 

sin  <p  cos  cp2 
sin  (45  -|) 


Die  Werte  von  y  können  (für  b  =  1)  aus  Tafel  17  entnommen 
werden,  welche  für  die  Annahme  der  kugelförmigen  Erde  die 
Werte  von 


y  =  1  —  j/2  sin  (45  —  ?) 
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und  das  wegen  der  Excentricität  der  Erde  hinzuzulegende  Correk- 
tionsglied 

(letzteres  in  Einheiten  der  fünften  Decimale)  von  10  zu  10  Grad  Breite 
giebt.     Übrigens    ist   die    Construktion    von  y   mit  Vernachlässigung 

der   Excentricität    nach    dem   Ausdrucke   b —  y  =  b  j/2  sin  (45  —  ^\ 

sehr  leicht.  Sei  MZ  der  gesuchte  Parallelkreis  der  Breite  <p,  so  muss 
PM  =  p  —  y,  also 

PM=OP-  ]/2  sin  (45— |) 

sein.     Macht  man  also 

OP'  =  OP, 
so  ist 

PP'  =  OPj/2, 
daher 

PM  =  PP'  sin   (45  — |V 
Ist  PZ  =  PP'   und   verbindet  man   P  mit   Z,    so  muss   Winkel 
PZM  =  45  —  £  oderZPv?/  =  45  -f-  |  und  da  (wegen   0  P'  =  0  P) 

P' PO  =  45°,  so  ist  P'PZ  =  ^;    daraus    ergiebt  sich   die   folgende 

sehr  einfache  Construktion:  Man  mache  OP'  =  OP,  beschreibe  mit 
PP'  einen  Kreisbogen  aus  dem  Mittelpunkte  />;  ziehe.  PT  ||  Ox  und 
theile  />'  21  in  so  viele  Theile;  als  man  Parallelkreise  zwischen  0  und 
00°  ziehen  will ,  also  wenn  dieselben  von  10  zu  10  Grad  zu  ziehen 
sind,  in  9  Theile;  die  durch  die  Theilpunkte  zu  Ox  gezogenen  Paral- 
lelen  sind    die  Bilder  der  Parallelkreise. ') 

Da 

cy  _     l A*  (1  —  e2)  cos  </        t  y ,, 

dq>         y—  b   c  (1   —  £2  sin  qp*)-         1  l 

x  =  {y  —  b)c  l 


so  ist 


dx  ^  dy  dx  ,         ,s 

—  =  c  l  -f-)      .  —  =  c  (y  —  b), 

oy  d<p  dl  v  ' 


km  =  yL  ,/r+^Tä  ^(1-f8in8fl3  =  i/\  +  ?P  ^cos^^ 

d<P  A(l  —  s2)  '  (y  —  bjcVl-stsrntp* 

.  ,  ,  s.   Vi  —  1 ■:•  Bin  qp2 

fcP  =  c  (y  —  b) 


A   cos  qp 

1)  Colignan,  welcher  diese  Projektion  in  der  vierten  Note  zu  seiner  Abhand- 
lung „Recherches  sur  la  repre'sentation  plane  de  la  surface  du  globe  terrestre"  im 
Journal  de  l'Ecole  polytechnique  Bd.  24  (1865)  pag.  145  beschreibt,  nimmt  die 
Karte,  welche  im  allgemeinen  rhombisch  wird,  als  Quadrat  an;  doch  ist  hier- 
durch eigentlich  keine  wesentliche  Vereinfachung  bedingt. 
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sin  &  =-  -  •  cot  &  =  cl. 

Vi  -\-c2l2 

Der  Winkel  &  ist  also  nur  von  A  abhängig,  und  für  alle  Punkte 
eines  Meridians  constant,  wie  es  ja  selbstverständlich  ist. 

37.  E)  Die  Bilder  der  Parallelkreise  sollen  concentrische  Kreise  sein. 

Um  die  Aufgabe  in  ihrer  ganzen  Allgemeinheit  aufzufassen,  wird 
es  am  besten,  die  Rechnung  für  Polarcoordinaten  durchzuführen.  In 
diesen  drückt  sich  das  Flächenelement  der  Ebene  aus  durch  Qdgdu, 
wenn  q  den  Radiusvektor  (hier  Halbmesser  des  Parallels),  u  den  Winkel 
an  der  Spitze  bezeichnet;  und  dieses  Flächenelement  muss  für  äqui- 
valente Projektionen  gleich  demjenigen  des  Ellipsoides  sein;  also 

,     ,  A2  (1  —  s2)  cos  qp  dcp  dl 

v      ^  (1  —  a2  sin  cp*)2 

wo  das  negative  Zeichen  daher  rührt,  dass  zu  positiven  Werten  von 
dg  (wachsende  Radien)  negative  Werte  von  dcp  (abnehmende  Breiten) 
gehören. 

q  und  u  sind  nun  Funktionen  von  cp  und  A,  und  es  wird 

d9  =  l\dl-]-d^dcp, 

v         Ol  l    dtp    r' 

,  du    , .    .    du  , 

du  =  -^-  dl  4-  t-  dcp, 

Ol  dtp 

daher 

dg  du    .    .,     .        dg  du   ,  19    .        /dg  du    ,    dg  du\   ,      , , 
Cr  ■  ä~  dcp-  +  9  äi  st  dl 2  4-  0  (ä^-  öt  +  tt  ö-  )  tf<P^A 

dtp  dy     T      '     v  dA  3  Ä  '    ^  \d<p  d  l    '   dl  dtp/     ^ 

A2  (1  —  s2)  cos  cp  dcp  dl 
(1  —  £2  sin  qp2)2 

Dividiert  man  hier  durch  dtp  dl,  so  treten  die  Differentialquo- 
tienten  -=—  >  t—  auf;    da    aber  9)   und   A   von    einander    unabhängige 

Variable  sind,  so  werden  diese  Differentialquotienten  verschwinden, 
und  es  bleibt 

dg_  du    .       d_g  dju  A2  (1  —  s2)  cos  cp  (F-rjs 

9  dtp  dl   ~T~  Q  dl  dtp  ~~  (1  -  s2  sin  cp2J~  '  ^Di) 

Macht  man  für  q  oder  u  eine  bestimmte  Annahme,  so  findet 
man  aus  dieser  Differentialgleichung  den  Wert  der  anderen  Unbe- 
kannten. 

o)  Ist  q  =  F  (cp,  l)  bekannt,  so  sind  es  auch  -? —  •  ~  ,   und  man 

hat  eine  partielle  Differentialgleichung  in  u,  an  deren  Stelle  das  System 
der  totalen  Differentialgleichungen 

dl            dcp  du 

F  dF~~  FdF~  A*  (1  —  s»)  coa  cp 

dtp            dl  (1  —  e2  sin  (b2)2" 
tritt. 
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&)  Tst  ti  =  F  (<p,  X)  bekannt,    so   erhält  man  in  ähnlicher  Weise 
dcp  dl      _  q  d g 

,,U  dU  A*  (1    — ~g2)  COS~^  . 

tl  dy  U  —  *2  siu  qp2)2 

Im  Meridiane  ist  tf  A  =  0,  folglich  auf  der  Karte 

dQm  ==^>d<P7       '"  =  W  ^' 
daher  das  dem  Elemente  des  Erdmeridians  dsm  =  r,„tf(jp  entsprechende 
Bogenelement  der  Karte: 

dsm  =.-  y\Qdumy  +  ^m2=  j/(9  |^y  +(ff)'  rf^- 

Im  Parallel  ist  dcp  =  0,  folglich 

und  das  dem  Element  des  Parallels  auf  dem  Erdsphäroide  dsp  =  rPdl 
entsprechende  Element  der  Karte 

Daher  sind  die  entsprechenden  Vergrösserungsverhältnisse : 

V(l  —  s2sin  tp-)'        > 


(58«; 


im  Meridian  km  =  ]/  (Qd0  +  (^f 

im   Parallel    *,  -  l/(g\ *Y  +  (|fV   ^ ^  *  " ? 

y  /      ^    t. I Ä  /  v  c  l  /  .A  COS  qp  ' 

Alle  übrigen  Beziehungen  bleiben  genau  dieselben,  wie  sie  bei 
der  Betrachtung  der  rechtwinkligen  Coordinaten  aufgestellt  wurden 
(§  32)-,  es  ist  also 

sin  &  =   ,    . 
/<r2  =  km2  cos  w2  -f-  kp2  sin  ra2  -f-  2/r,„  Ä^  sin  a  cos  ra  cos  &     *  •       (58  b) 

,  tg     (,)  tg     CO 

gf0  =  v  +  *u**co>«  ~y  +  cot® 

38.  »Sollen,  wie  die  Aufgabe  ursprünglich  gestellt  war,  die  Bilder 
der  Parallelkreise  Kreise  sein  ,  so  wird  offenbar  q  als  Radius  eines 
Parallelkreises  für  eine  gegebene  Breite  constant,  von  X  unabhängig, 
also  eine  blosse  Funktion  von  q>  sein;  demnach 

Zur  Bestimmung  von  u  dient  dann,  da  |y  =  0  ist,  die  Gleichung: 


dl  =  — 


F(q>)-F'(q>)   du 


A2  ( l'  —  g2)  cosy  ' 
(1  —  f2  sin  qp2)2 

deren  Integral 


A  -  j   f1(y)^'(g>)      (1  -  *2  sin  <p2)2  •  «+  *  («p), 

^i-  (1  —  t*)  cos  qp  v  ^  J  i     t  \r/7 
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oder 

A2  (1  —  £2)  COS  qp  ,     . 

11  ~  (1  —  s2  sin  ep2)2  .F(cp)  i^'  (y)      ~*~  X  ^(p) 

ist,  wo  #  (qp)  eine  willkürliche  Funktion  von  qp  ist,  deren  Bedeutung 
sich  ergiebt,  wenn  man  k  =  0  setzt;  dann  wird  u  =  %  (qp).  Es  ist 
also  dieses  die  Gleichung  des  ersten  Meridians.  Soll  derselbe  eine 
Gerade  sein,  und  zwar  jene,  von  welcher  aus  man  die  Winkel  u 
zählt,  so  muss  %  (99)  =  0  sein,  und  die  Grundgleichungen  dieser 
äquivalenten  Projektionen  werden 

Q  =  F(<p)  | 

^2(l   -S2)    COSqp A         •  (59) 

(1  —  ?2  Sin  qp2)2   -F(qp)  ^'(qp)  j 

Als  ersten  Spezialfall  machen  wir  die  Annahme,  dass  die  Paral- 
lelkreise der  Karte  äquidistant  seien.     Dann  wird 

F  (qp)  —  m  —  rcqo, 


also 
demnach 


F'(<p)=-n, 

.  J.2('t  —  ?2)  cos  w  ■  l 

u  —  -f- 


(l  —  s2  sin  qp2)2  w  (wi  —  wqpj 

Dabei  sind  noch  m  und  n  willkürlich.  Stellt  man  die  Bedingung, 
dass  der  Pol  Mittelpunkt  der  Karte  werde,  so  wird  für  qp  =  90" 
q  =  0  werden,  also 

0  =  m  —  n  — 
daher 

9  =  n  (|   —  qp) 

A8  (1  _   e2)  COS  qp  •   1 


£-») 


(1  —  g2  sin  qp- 


Da  hier  wieder  die  Wahl  des  Kugelhalbmessers  beliebig  ist,  so 
kann  man  n=A  setzen,  und  hat  dann,  wenn  noch  statt  der  geo- 
graphischen Breite  die  Poldistanz  90  —  qp  =  p  eingeführt  wird, 

P  =  AP 

..  _  (1  —  £2)  sin  p  2 

(I   —  £-  COS  p^  p 

Diese  Projektion  wurde  von  Johann  Werner  von  Nürnberg  (1468 
— 1528)  angegeben.  Die  Parallelkreise  sind  äquidistante  concentrisehe 
Kreise  mit  dem  Pole  als  Mittelpunkt.  Die  auf  irgend  einem  ParaÜel- 
kreis  von  der  Poldistanz  p  von  den  verschiedenen  zu  gleichen  Längen- 
unterschieden  gehörigen  Meridianen  abgeschnittenen  Bögen  sind  gleich; 
man  braucht  daher  nur  einen  zu  zeichnen,  um  die  anderen  durch 
Eintheilung  beziehungsweise  Übertragung  zu  finden. 
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Da   übrigens,   wenn   wir  uns  für  das  Weitere  auf  die  Kugel  be- 
schränken , 

.  sinn     , 

demnach 

qu  =  A  sin  p  X , 

ist,  so  sieht  man,  dass  der  Bogen  qu  des  Parallelkreises  von  der  Breite 
<p  auf  der  Karte,   gleich  ist  dem  Bogen  AsmpX    des  Parallels   der 

Kugel;  demnach  wird 
die  Construktion  des 
Kartennetzes  sehr  ein- 
fach. Aus  dem  Pole  als 
Mittelpunkt  werden 
concentrische  äquidi- 
stante  Kreise  beschrie- 
ben, welche  die  Paral- 
lelkreise der  Karte  vor- 
stellen und  auf  jedem 
Kartenparallel  wird  die 
wahre  Länge  des  zwi- 
schen zwei  Meridianen 
enthaltenen  Parallel- 
bogens  der  Kugel  auf- 
getragen. Sind  z.  B.  in 
Fig.  53  die  Netzlinien 
von  10  zu  10°  zu  zeich- 
nen, und  ist  ab  =  y, 
so  trägt  man  auf  dem 
Parallel  der  Breite  qp 
Fig.  53.  das  Stück  ff<p=ff  cos  <p 

auf,  welchen  Wert  man 
aus  Tafel  13  entnehmen  kann.  Fig.  53  stellt  das  Kartennetz  in  dieser 
Projektion  vor.  Es  ist  jedenfalls  als  ein  wesentlicher  Nachtheil 
dieser  äquivalenten  Projektion  zu  bezeichnen,  dass  im  Mittelpunkte 
der  Karte  selbst  (im  Pole)  bereits  eine  Klaffung  eintritt,  und  daher 
eine  Zerreissunff  des  Bildes. 


Aus  den  Gleichungen 


q  =  Ap 


findet  man 


dg  dg  dp 

dq>         dp  dq> 

du /sin  p        cos  p 

dq>  ~~  \  p'! 


dg 

di 


>s  ])\   ..  t  tfu^     _  sin 
p    J      ' dl  P 


sin  p 
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daher 

km  -/i  +  p  (ki;;  p  -  cos  Py  ■  kP  =  i , 

sin  &  =  -  — _    ;  cot  S  ==  X  (bl    -  —  cos  p\ 


yl+l,(^j>^cmpy 


Hat  man  für  ein  gegebenes  p  und  A  den  Wert  von  &  gerechnet, 
so  ist  dann 

km  =  cosec  &. 

39.  Die  Parallelkreise  sollen  Kreise  sein,  und  dabei  die  Meridiane 
geradlinig,  von  einem  Punkte  ausgehend;  die  Protection  wird  also 
mit  Rücksicht  auf  das  seinerzeit  hierüber  bemerkte  eine  äquivalente 
Kegelprojection.    Wegen  der  ersten  Bedingung  gelten  die  Gleichungen 

Q  =  F((p) 

A*  (1  —  f2)  cos  q>  . 

(1  -  s2  sin  <p2)2  F  (cp)  F'  (q>)  "       ' 

Weil  aber  die  Meridiane  geradlinig  sein  sollen,  so  wird  der 
Radiusvector  eines  Punctes  das  Bild  des  Meridians  desselben  sein ;  es 
muss  daher  u  von  qp  unabhängig  sein,  also 

A*  (l  —  s2)  COS  qp 

i 1 Z. in 

(1  —  £2  sin  gp2)2  F  (<p)  F'  (q>)    '  ' 

wenn  m  eine  Constante  ist;  dann  wird 

u  =  ml, 
während  man  für  F(cp)  die  Gleichung  erhält: 

g  p  =  F(cp)  F'(<p)  =  -  ^lL=j!^_?  , 

s  dcp  vx/        V7W  m  (1  —  e2  sin  qp2)2 

und  hieraus  durch  Integration  • 

Q*  +  C  -  -  ^(1~g2)  rr-8^^-,  +  f  logw  i±!«L2L]    (60) 

^       '  im  Li  —  s •  sin  qp2     '    2  £       °      1  —  £  sm  y  J     v      ' 

oder 

?2  +  C  =  -  2^i~  —  [1  +  I  «2  ^n  ^  +  !  *4  sin  <^]  sin  ^     (60 «) 

Für  die  Bestimmung  von  C  und  w  kann  man  wieder  verschiedene 
Annahmen  machen: 

ä)  Soll  der  Pol  durch  einen  Punkt  dargestellt  werden,  so  muss 
für  (p  =  90°,  q  —  0  werden:  dann  wird: 

daher 

^  =  —  {m~—  K1  -  sin  9)  +  1£2  (1  -  ^n  <p3)  +  1  £4  (1  -  sin  <p5)] 
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wenn  die  vierten  Potenzen  derExcentricität  vernachlässigt  werden ;  daher 


sin  (45—  '-f)  (1  +  $  s2  (1  +  sin  <p  -f  sin  <p2)). 


nr 

Die  Gleichungen  dieser  Projection  werden  demnach 

u  =  mk  ) 

2AYi-s*  siu  ^45  _    |.)(1+i£2(1+gin9,+sin<p2))h 

ym  \  z '  ) 

mithin 


*Z=°,      zT  =  m, 


du  ^       du 

dy  ~~     '     dl 
dg  A2  ( 1  —  f2)  cos  <p 


dq>  mg  (1  —  f2  sin  '<p2)2        d  X 


=  0, 


A  cos  qp  ,  mg  V  I  —  s2  sin  qp2 

A  «    


(61  a) 


mQVl  —  *2  sin  q>*  '  A  cos  cp  ( 

>^         1         /-,         nrwi      1        '         wi2p2  (1  —  f?  sin  qo2)  ,         .,1 
sin  &  =  1 :     0  =  90" :    tg  a  =  — ^— ^ - — —  tg  «- 1 

7  '      °  A2  cos  qp2  ° 

Für  den  Fall  der  Kugel1)  erhält  man  hieraus 

,  -1A  sin  (45  —  { :cp)  cos (45  —  \  cp)  cos  (45  —  \cp) .       , 

2^1     .     ,tlt        ~~  ~V^T     _'         ;J_  cos  (45  -  |(p) 

m  •— —  sin  (45  —  '  qp)  *  "' 


^m 


/'» 


m 


tg  a    = — -. — -  tg  co. 

ö  COS  (45  —  +  qp  r4    ° 


Soll  für  eine  gegebene    Breite  <p0   das   Verhältnis   der  Meridiane 
und  Parallelkreise  gleich  sein  demjenigen  auf  der  Kugel,    dann  wird 


für  diesen  km  =  kp  sein,  also 


cos 


(45  -  § )  - 


daher 

^  ==  cos  (45  —  —-)  • 

Diese  Projektion  rührt  von  /.  H.  Lambert  her  (s.  dessen  Beiträge 
zum  Gebrauche  der  Mathematik  III  p.  187)  und  ist  die  von  Germain 
(1.  c.  pag.  101)  mit  dem  Namen  isosphärische  stenoterc  bezeichnete. 

b)  Setzt  man  m  =  1,    so   werden  die  Längendifferenzen  in  ihrer 
wahren  Grösse  erscheinen,  und  man  hat 
u  =  A  | 

q  =  JA  ^r^^sm(45-^)(l+|£?(l+sin<p  +  sin<^))    ' 


1)   Dasselbe   Resultat    erhält    man    durch    Anwendung    der    Formeln    des 
§  22  für  Kegelprojektionen;    es    ist    nämlich  g  —  a .  -J-  f  {cp),    daher  /"(qp)  = 

—     _=_  cos  (45  —  — ),  woraus  vn  und  v,M  folgen. 
ym  v  2  / 
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Auch  diese  Projektion  rührt  von  Lambert  her'),  der  dieselbe 
auch  für  den  Fall  angewendet  hat,  dass  der  Mittelpunkt  der  Karte 
nicht  in  den  Pol  hinein  fällt;  es  ist  dann  eine  äquivalente  Zenital- 
projektion;  dabei  tritt  an  die  Stelle  von  Poldistanz  und  Längen- 
differenz der  sphärische  Abstand  eines  Punktes  vom  Mittelpunkte 
des  darzustellenden  Flächentheiles  und  der  Winkel  der  beiden  durch 
je  einen  Punkt  und  diesen  Mittelpunkt  gelegten  grössten  Kreise. 
Doch  wird  diese  Projektion  auch  mitunter  fälschlich  als  Projektion 
von  Lorgnn  bezeichnet,  der  sie  in  seinen  Principien  der  astronomi- 
schen Geographie  1789  verwendete. 2)  Germain  nennt  sie  isosphärische 
isomere  Projektion  (1.  c.  pag.  101). 

Um  nach  derselben  ein  Kartennetz  zu  zeichnen,  sind  die  Meri- 
diane als  gerade  Linien  durch  den  Pol  so  zu  ziehen,  dass  die  von 
denselben    eingeschlossenen  Winkel   gleich  den  wahren  sind;   für  die 

Parallelkreise  hat  man  für  den  Fall  der  Kugel  q  =  2A  sin  (45  —  —  j 
oder  durch  Einführung  der  Pol- 
distanz p  =  90  —  (p 

q  =  2  A  sin  ^-  5 

dieses  ist  aber  die  Sehne,  wel-  q 
che  zum  Winkel  p  gehört.  Es 
ist  also  der  Radius  des  Parallel- 
kreises von  der  Poldistanz  p 
gleich  der  Sehne  zwischen  dem 
Pol  und  einem  Punkte  dieses 
Parallels.  Ist  daher  A  0  (Fig.  54) 
der  Halbmesser  der  Kugel,  und 
AX  die  Umleguug  eines  Me- 
ridians, ferner  AOP  —  p,  so  ist  A. 
A  P  der  Halbmesser  des  Pa- 
rallels der  Karte.  Theilt  man 
daher  AX  in  so  viel  Theile,  als  Parallelkreise  verzeichnet  werden 
sollen,  so  sind  die  durch  die  Theilpunkte  gezogenen  Kreise  die  Bilder 
der  Parallelen. 8) 


Fig.  54. 


1)  Beiträge  III  pag.  184. 

2)  S.  Gretschel,  Lehrbuch  der  Landkartenprojektiouen  (p.  187). 

3)  Diese  Projektion  wurde  neuerdings  von  Colignon  (s.  dessen  Abhandlung 
,,Recherches  sur  la  representation  plane  de  la  surface  du  globe  terrestre"  im 
Journal  de  l'Ecole  polytechnique  1865,  pag.  73ff.)  als  neu  unter  dem  Namen 
Systeme    centrale    eingeführt    (s.   die    Definition  1.   c.   pag.   83)   und    später  von 

Coatpont  empfohlen  (s.  dessen  beide  Abhandlungen  „Propriete  et  construetion 
d'une  carte  des  deux  continents  en  projeetion  azimutale  equivalente"  im  Bulletin 
de  la  societe  de  Geographie  VI  Serie.  Bd.  13  (1877)  und  „Analyse  d'une  carte 
representant  l'Asie  et  TEurope"  Bulletin  de  la  societe  de  Geographie  VI  Serie, 
Bd.  16  (1878). 

Herz,  Landkartenprojgktionen.  12 
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Übrigens  giebt  Tafel  (20)  den  Wert  von  q  =  2  A  sin  ^ 
kt  =  cos  ^-,    k2  =  sec  ~ 

und   die  grösste  Winkeländerung  — ,  so  wie  die  entsprechenden  Werte 

q\   kx',   k2'}  —  für  das  Ellipsoid,  welche  aus  (Gl)  und  (61  a)  für  m  =  1 

hervorgehen. 

c)  Der  Kegel  soll  die  Kugel  im  mittleren  Parallel  berühren,  dann 
ist  m  ==  sin  ß  und  für  cp  ==  ß:  q  =  A  cot/3;  daher 

e2  +  C  =  -  2  A*  ^ 

v      '  sin  ß 

,42cot/32  +  £■=  —  2^2 
daher 

?-*  cot  0>  +  **  (1  -  ^|)  =  ^  [cosec  r+l-2  °^] , 

oder 

j/F+  sin  tf2^  2 sin  <p  sin  ß  (62) 


^         sin/3 

Hiernach  wird   der  Abstand  des  Parallels  von  der  Breite  rp  von 
dem  mittleren  Parallel,  dessen  Breite  ß  ist: 


Q  =  Q  ~  Qo  = 


h/l  -f-  sin  ß2  —  2  sin  <p  sin  ß  —  cos  /JJ 


sin  ß 
A      1  -4-  sin  ß2  —  2  sin  <p  sin  ß  —  cos  ß2  _     A  2  (sin  ß  —  sin  cp) 


sin  (3   ^i  _}-  sin  ß?  _  2  sin  9)  sin  ß  +  cos  /?  Vi  +  sin  {3*  —  2  sin  0  sin  qp  -f  cos  ß 

Setzt  man  hier  ß  =0,  so  geht  die  Projektion  in  eine  Cylinder- 
projektion  über,  und  es  wird  hiefür  q  =  00;  man  erhält  aber  x  =  ru, 
und  y  gleich  dem  Abstände  des  Parallels  vom  Äquator,  also  gleich 
dem  obigen  Werte  von  q  für  ß  =  0,  demnach 

y  =  —  A  sin  cp. 

also  die  bereits  §  25  erwähnte  Lambert 'sehe  äquivalente  Projektion. 

40.  d)  Die  Längengrade  sollen  in  zwei  bestimmten  Parallelen, 
deren  Breiten  cpi  und  q>2  sind,  im  wahren  Verhältnis  zu  den  Breiten- 
graden dargestellt  werden.  Die  Länge  des  auf  der  Karte  einer  Längen- 
differenz A  entsprechenden  Bogens  auf  den  Parallelen  der  Breite  <p, 
und  <p2  ist:  q1u  bez.  q2u. 

Auf  der  Erdoberfläche  sind  die  zugehörigen  Bögen  der  Parallel- 
kreise 

A  cos  ?'       X   und  ^gg^J—  L 

Vi  —  s2  sin  cpt2  Vi  —  s2  sin  qp22 
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Es  bestehen  daher  die  Gleichungen 


p,  u  =  QxmX  = 
q2u  —  Q2mX  = 


A  cos  qp, 


n 


—  sl  Sin  qp,- 
A  COS  qp2 


n 


X. 


se  sin  qp2 

Quadriert  man  diese  Gleichungen,  nachdem  beiderseits  der  Factor 
X  weggelassen  wurde,  und  setzt  für  p,2,  q.22  die  Werte  aus  (60)  ein, 
so  folgt: 

sin  qp, 


—  m2  C  —  ^-'  (1  —  s2)  «  [— 


£'  sin  qp,* 


,      1    i  1  +  e  sin  qp," 

-f-  —  l0£* 


2« 

A2  COS  qp,2 


1  —  £  Sin  qp,_ 


l  —  s2  sin  qpj2 

.'*  -  *  (1  -  **)  .  fc-*^  +  J- 10&  ££*] 

J2  COS  qp22 


£•*  sm  qp22 


(63) 


Aus  diesen'  beiden  Gleichungen  kann  man  nun  die  Werte  von  C 
und  m  bestimmen.     Durch  Subtraction  der  beiden  Gleichungen  folgt: 


sin  qp2 
sin  qp2 


sin  cp, 


1  —  £2  sin  qp,2 
l-f-£sinqp2         |Äi-     1-J-fsinqpp 


£  sm  qp2 


log*  j+i^M")! 

&n  1  — £  sin  qp,/) 


cos  qp,* 


COS  qp22 


(1 


—   *V\ 


m 


1  —  f2  sin  qp,2         1  —  £2  sin  qo2s 
(sin  qp2  —  sin  qp,)  (1  -4-  *2  sm  Vi  sm  Vä 


(1  —  £2  sin  qp22)  (t  —  £2  sin  qp,2) 

,     J_  i  (1  +  £  sin  qp2)  (1  —  £  sin  qp,)) 

'     2£       o"  (1  —  £  sin  qp2)  (1  +  £  sin  qp,)} 

(COS  qp,2  —  COS  qp22)  -{-  £2  (sin  qp,2  cos  qp22  —  cos  qp,2  sin  qpy^ 
(1  —  £2  sin  q?t2)   (1  —  £2  sin  qp22) 

Der  Zähler  des  Ausdruckes  rechts  ist  aber 

(cos  qp,  —  cos  qp2)  (cos  qp,  -f-  cos  qp2) 

-j-  a2  (sin  qp,  cos  qp2  —  cos  qp,  sinqp2)  (sin  qp,  cos  qo2  -f-  cos  qp,  sin  qp.,) 

=  4  sin 


i  =J?i  sin  *l±v»  cos  28-^2*  cos  ?«±»t 


4  £2  sin  —  - —  cos  ??— -5i  sm  - 


=  4  (1  —  £2)  sin 
und  da 


2 

qp2—  qp. 


V2  + Vi 

2 


qpgj-jp, 
2 


V2 Vi       '        QP2  +  Vi  V2  +  Vi 

cos  —-5- —  sm  yz  '  yi  cos  ^  '  y  : 


sin  qp2  —  sin  qp,  =  2  sin 


qp2  —  Cp,  qp2  +  Vi 

— — —  COS      ■     '    --) 


12" 
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so  erhält  man  aus  obiger  Gleichung: 
m  [  1  -f-  £'  sin  od,  sin  od.. 


+ 


(1  —  ?2  sin  qp,2)  (1  —  s2  sin  qp2 


4f  sin 


Ti^JEl  cos  ü± 


i  <P22)  |0O>    (1  +  sb™  <Pz)  (1  — g  sinqp,)  j 
qp,  r>"  (1  —  £  sin  qp2)  ( 1  -(-  £  sinqp,)  1 

=  2 sin  ^+-^  cos  :*=-*! 


(63  a) 


Entwickelt  man  den  Coefficienten  von  m  in  eine  Reihe,  und  bleibt 
bei  den  zweiten  Potenzen  der  Excentricität  stehen,    so  wird  derselbe 

-,      .       ,     .              .              .    (1  —  s2  sin  qp,2)  (1  —  f2  sin  qp22) 
\  4-  £z  sin  od,  sin  od,  -f-  --       t±-L± — ^Li 


4  ?  sin 


9a  —  9>l 


-1  cos 


+  <*>l 


2  2 

X(2f  sin  9?,  -f-  f  £:!  sin  od23 —  2e  sin  od,  —  -ff3  sin  od,3) 

i     i       o     •                            ,.   1<  —  e8  (sin  qp,2  -4-  sin  qp22)  ,  .  N 

J  -4-  £-  sin  od.  sin  qp.,  -4 —       — * -*-* — ! ^     sin  od.,  —  sin  od.) 

'2  sin    - i-l  ros  — — — — 


2  sin  —      — —  cos 

2  2 


X    I  -f---  (sin  qp22  -{-  sin  od,  sin  qD2  -j-  sin  qpj2) 
=  1  -f-  f-  sin  od,  sin  od.,  -4-1  —  f2  (sin  od,2  -f-  sin  od22) 
-}-  ä  (sin  od22-4-  sin  od,  sin  od2-4-  sin  od,2) 

=  2  -  |£2  (sin  <p2  -  sin  od,)2  =  2  [f  —  ^2  sin  5L=  Vr  Cos  <P8  +  <PlS'l 
demnach 


w  =  sin  Xf— V       cos 
und  dann  wird 


«P.  _+  «P.  cos  **_=  V|  r-1     .     4  £2  siu  ?A-JPi!  cos  ViL+V 


['  + 


3 -s-  sm  T"   %>  T"'-  cos  T'  '0  r' 


2    __    n  2  _  A*   (1   ~  «*) 


Qi 


m 


{sin  qp, 
1  —  s2sin  qp,2        1 


sm  qp 


f"  sin  qp; 


_|_  i_  lojr      (1  +  s  sin  Vi)  <  !  —  *  sin  <P) 
•"  2*      °«     (1  —  s  sin  qp,)  (1  -4-  f  sin  qp) 


oder  in  Reihenforra: 
,  _        2  _  2^i2(l  -  g2) 


e 


(V :       -^—  -  (sin  vi  — sin  <p) 

X  [1  -\-  -f £2  (sin  od,2  -f-  sin  od,  sin  od  -j-  sin  od2)], 
wobei  m  den  oben  bestimmten  Wert  hat,  und  p,  sich  aus  der  Gleichung 

A  COS  qp. 

also 


f  1  —  t'  sin  qp," 
J.  cos  qp, 


bestimmt. 


mY\  —  £2  sin  qp,2 
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Es  sind  daher  die  Gleichungen  dieser  Projektion 

u  =  ml 


■     q?2  -4-  qPi  qPo  —  <Pi 

m  =  sin  y>~  '  yi  cos  r*-_r> 


[t  + 


4  £2  sin 


qpz  —  qPi2  „na  <Pa  -\-<pi2 


Pi 


J.  COS  qpj 


m  Kl  —  f2  sin  qoj 
2 

9*  —  Q\' 


2A2  (1-e2)  ,   •  •         v 

-i-        (sin  <px  —  sin  9) 


X  [l  +  ff2  (sin  qp,2  +  sin  qp,  sin  qp  -{-  sin  <p2)\ 
Es  ist  nun 


(64) 


du 
dl 


=  w. 


folglich 


dqo 


2« /-> 

dtp   _U' 

.A2  (1  —  £2)  cos  qp  dp ,. 


j«p  (1  —  s2  sin  qp2)2 '      <M 


-^  cos  <P     -  •  ic    =  m  ®  ^  — f2  s*n  *P2 


mg  Vi  —  s2sinqp2'  A  cos  qp 

•      /li          1                      ±„      '           »<2p2  (1  —  s2  sin  qp2)     , 
sin  e)  =  1:  tg  <a  = ., 5 — ±-i-  tg  a. 

'  &  ^L2  COS  y2  & 


(64  a) 


Dieses  ist  die  Kegelprojektion  von  Albers.*)  Um  sie  für  zwei 
gegebene  Breiten  qp,,  qp2  zu  coustruieren,  berechnet  mau  zunächst 
die  Werte  von  m  und  g{.  Trägt  man  p, 
von  dem  Punkte  B,  dessen  Breite  qp, 
ist,  auf  dem  ersten  Meridian  BO  auf,  so 
erhält  man  den  Mittelpunkt  der  Parallel- 
kreise. Die  Formel  (64)  giebt  sodann 
die  Werte  der  Halbmesser  q,  mit  denen 
man  die  Parallelkreise  zeichnet.  Trägt 
man  in  dem  gemeinschaftlichen  Centrum 
0  die  Winkel  m  1  von  dem  mittleren  Me- 
ridian aus  auf,  so  erhält  man  die  Meri- 
diane der  Karte.  Man  kann  das  Centrum  0, 
wenn  man  sich  auf  die  Kugel  beschränkt, 
jedoch  auch  sehr  einfach  constructiv  be- 
stimmen.    Es  ist  nämlich  (Fig.  55) 

Qi  :  g.,  =  cos  qp,  :  cos  qp2, 
daher,  wenn 

Qi  —  Q2  =  l 
ist 

Fig.  55. 

p,  :  q.,  :  l  =  cos  qp,  :  cos  <p2  :  cosqp,  —  cosqp2. 

Macht    man    daher    auf    dem   ersten   Meridian   AB  =  l    (wovon 
der  Massstab  der  Karte  abhängen  wird),  beschreibt  mit  cos  qp,,  cos  <p2 


1)  Monatliche  Correspondenz  von  Zach,  Bd.  12  (1805)  pag.  450. 
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Bögen  ku  k2  aus  den  Mittelpunkten  A,  B,  und  zieht  die  gemein- 
schaftliche Tangente  ab,  so  ist  der  Schnittpunkt  0  derselben  mit  AB 
die  Kegelspitze.  Denn  es  ist,  wenn  Aa,  Bb  senkrecht  auf  ab  ge- 
zogen werden: 

OB:OA:AB  =  Bb:  Aa:(Bb  —  Aa) 

=  cos  <p,  :  cos  qp2  :  (cos  qpt  —  cos  <p2) 
AB  ist  dann  die  Erzeugende  des  Kegels,  Ob  die  Kegelaxe.1) 

41.  Die  Abstände   der  Parallelkreise   sind   gleich  denjenigen  auf 

dem  Ellipsoide.      Mercator's    äquivalente    Projektion.     Es    gelten   die 

Gleichungen 

Q  =  F(<p) 

A*  (1  —  «2)  cos  qp  - 

n==  ~  (l  —  e»  sin  (p2)2  F(<p)  F'Jy)     ' 

Ist  nun  der  Halbmesser  des  mittleren  Parallels  von  der  Breite  ß 

gleich  a,  so  wird 

Q  =  a-\-  f(ß  —  (p) 

und  f(ß  —  qp)  ist  die  Länge  des  elliptischen  Meridianbogens  zwischen 
den  Parallelkreisen  von  der  Breite  qp  und  /3;  das  Element  der- 
selben ist 


folglich 


ds=  -    A  (1  ~12)  d* 

Y(l  —  S2  gin  g,2)3     ' 

dq> 


F^)^a-A(l-6^)j'y= 


s2  sin  qp2)3. 


'**'  (1  -  s>  »in  ,«) 

A  cos  qp  X 


Vi  —  e2  sin  cp2     F  M 
Daraus  folgt  nun 

QU  = 

und  weil 


.4  cos  qp 


Vi  —  s2  sin  qp2 

A  COS  qp 


Vi  —  «2  sin  qp2 

der   Halbmesser    des  Parallelkreises  des    Ellipsoides   in  der  Breite  <jp 

ist,  also 

A  cos  qp  , 

Y\  —  c2  sin  qp2 
die  Bogenlänge   für  die  Meridiandifferenz  l,  qu  aber  die   zugehörige 
Bogenlänge   auf  der  Karte,  so  folgt  aus  der  letzten  Gleichung,    dass 


1)  Natürlich  dürfen  auch  hier  wieder  Kegel  und  Kugel  nicht  zusammen- 
gedacht werden,  da  die  beiden  Parallelen  des  Kegels  und  der  Kugel,  welche 
gleiche  Dimensionen  haben,  nicht  denselben  Abstand  von  einander  haben. 
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auch  die  Bögen  der  Parallelkreise  in  wahrer  Länge  erscheinen ;  natür- 
lich schneiden  sich  dann  Meridiane  und  Parallelkreise  der  Karte  nicht 
unter   rechten  Winkeln;  es  ist 


0£ 

du 
dcp 


du 


Ä{1  —  £S) 


t  —  f2  sin  qp2) 


A  (1 


\  ' 


0 


f 2)  sin  qp     X      .    A2  cos  qp  (1  —  £2)     l 
(l-a»rin9»)*  '  9"  "^  ir_^E2  sin  qp*)2     ^ 


4  (1  —  £2)  * 
(1  —  «^  sin  qp2)  •  q 


sin  9? 


A  cos  qp 


tf= 


e2  sin  qp 


Ji 


.4  COS  qp 


Ti~ 


somit 


a2  sin  qp' 


(65) 


sin  &  =  - 


J.  cos  qp 


c?Kr 

1 


gJ  sin  qp 


:]2  A2;  *,  =  1 


cos  &  = 


cot© 


jf/ 1   +  [sin  <p 
(  sin  qp 

V  0  Fi- 


-ä.  COS  qp 


p  Vi  —  £2  sin  qp 
A  Cos  qp 


J* 


«pV 


y   1   +  [sin  qp 


A  cos  qp 


sm  9;  — 


0  V  \  —  £2  sin  qp 
A  cos  qp 


J- 


VT 


<P27 


A  und  km  =  cosec  ©. 


Der  Ausdruck  für  #.TO  zeigt,  dass  die  Masse  längs  der  Meridiane 
der  Karte  nicht  gleich  sind  denjenigen  auf  dem  Ellipsoid;  nur  auf 
dem  ersten  Meridian  wird  dies  der  Fall  sein;  so  lange  aber  A  klein 
ist,  wird  auch  die  Abweichung  nur  klein  sein;  für  A  =  0,  d.  h. 
am  ersten  Meridian  ist  &  =  90° ;  hier  stehen  folglich  Meridiane  und 
Parallelen  auf  einander  senkrecht.  Soll  dies  ebenfalls  für  den 
mittleren  Parallel  der  Fall  sein,  so  muss  der  Klammerausdruck  für 
(p  —  ß  verschwinden,  d.  h. 

A  cos  ß 


sin  ß 


woraus  folgt 


VT 


=  0, 


a  = 


A  cot  j? 


VT 


d.  h.  der  Halbmesser  des  mittleren  Parallels  ist  gleich  der  Seite  eines 
in  der  Breite  desselben  dem  Ellipsoide  umschriebenen  Kegels. 
Der  Ausdruck  für  ds  giebt: 


'ß 


Kl 


s2  sin  <p2    dtp  —  A 


S'  sin  qp  cos  qp 


VT 


sin  qp1 
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Das  erste  dieser  Integrale  lässt  sich  in  geschlossener  Form  nicht 
darstellen;  es  ist  ein  elliptisches  Integral  zweiter  Gattung  nach  der 
Bezeichnungsweise  Legendre's;  man  ist  daher  gezwungen  seine  Zu- 
flucht zu  Reihenentwicklungen  zu  nehmen.  Da  die  Abplattung  sehr 
klein  ist,  so  kann  man  für  geringe  Breitendifferenzen  (also  z.  B. 
für  1°)  als  Länge  des  Bogens?  d.  h.  also  als  Länge  des  Meridiangrades 
in  der  mittleren  Breite  cp  annehmen1): 

/„  =  7/  ^(1"-£8)        •  arc  10  =  —M=^_-=  .  0-0174533. 

r  V(l  -  s2  sin  qj2)3  ]/{l  —  £2  sin  cp*)* 

Man  wird   sich  demnach   vom   Mittelpunkte  der  Karte  aus,   auf 

dem  ersten  Meridian  nach  jeder  Seite  die  der  Breite  cp  entsprechende 

Länge   lv   auftragen,    indem    man    von    Grad   zu    Grad    fortschreitet. 

Den   gemeinsamen  Mittelpunkt  der  Parallelkreise  erhält  man  ,   indem 

man  den  Wert 

A  cot  ß 
a  =  ^z=^- 

Vl  —  s2  sin  ß2 

vom  mittleren  Parallel  aufträgt.  Hat  man  die  durch  die  einzelnen 
Theilpunkte  gehenden  Kreise,  welche  die  Bilder  der  Parallelkreise 
vorstellen,  gezogen,  so  wird  man  auf  jedem  die  Länge  des  Grades 
des  Parallels  also 

/;  -  — -AggLL  .  arc  1«  -    T/_^  cos  y    -  •  0-0174533 

T  Vi  —  f2  sin  cp*  Vi  —  e2  sin  (p2 

wiederholt  auftragen.  Durch  Verbindung  der  zusammengehörigen 
Punkte  erhält  man  die  Meridiane,  welche  hier  transcendente  krumme 
Linien  sind. 

Zur  leichteren  Construktion  kann  man  sich  der  Tafel  14  be- 
dienen, welche  die  Werte  von  /y,  l'y  für  den  Halbmesser  A  =  1  ent- 
hält, wobei  als  Einheit  der  Aquatorgrad  zu  Grunde  gelegt  ist;  man 
nimmt  also  aus  den  Tafeln  die  Werte 

.      _  l  —  e2  .,  COS  qp 

V(\  —  £2  sin  cp*)*  '        v  I  i        t'  sin  cp* 

Ausserdem  enthält  die  Tafel  den  Wert  von  a  in  derselben  Ein- 
heit, also 

cot  ß 

Y  1  —  £2  sin'ß2  •  arc  1" 
(wobei  das  Argument  der  Tafel  cp  statt  ß  ist). 


1)  Genauer  ist: 
Q  =  a  +  A^A0(ß—  cp)  —  AicoB(ß-\-tp)siu(ß  —  q>)+Aicos2(ß+q>)ain2(ß  -  qp)  .  .  .} 
wenn 

^i -*••  +  ** 

A       -  -       1  6      e  I 

s.  z.  B.  Helmert,  Die  mathematischen  und  physikalischen  Theorien  der  höheren 
Geodäsie  I,  p.  47. 
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Für  die  Kugel  folgt1)  hieraus: 
a  =  A  cot  ß 

COS  qo  •  l 


1>) 


u  = 


cot  ß  -f  (ß  -  qp) 

In  Fig.  56  ist  ein  Netz  nach  dieser  Projektion  für  den  Fall  der 
Kugel  für  die  mittlere  Breite  45°  gezeichnet.  Hierbei  kann  man  sich 
der  Tafel  13  bedienen,  die  Columne  q  giebt  mit  dem  Argumente: 
„Breite  des  mittleren  Parallelst   dessen   Halbmesser   für  die  Karten, 


Fig.  56. 

also  den  Mittelpunkt  der  sämmtlichen  Parallelkreise  der  Karte;  die 
Columne  g(p  giebt  den  auf  jedem  Parallel  aufzutragenden  Abstand 
zweier  Meridiane,  wenn  derjenige  im  Äquator  (gleich  dem  Abstände 
der  zu  demselben  Bogen  gehörigen  Parallelen)  als  Einheit  ange- 
nommen wird.  Natürlich  darf  der  Pol  nicht  auf  die  Karte  fallen,  da 
in  der  Nähe  des  Poles  die  Meridiane  entgegengesetzte  Krümmung 
erhalten  und  je  grösser  die  Längendifferenz  des  darzustellenden  Theiles 
der  Erdoberfläche,  desto  fühlbarer  wird  dieser  Mangel. 

Diese  Projektion  heisst  fälschlich  nach  dem  französischen  Geo- 
graphen Rigobert  Bonne,  der  im  Jahre  1752  zuerst  ihre  wesent- 
lichen Vorzüge  hervorhob2),  2?o;me'sche,    manchmal   auch   verbesserte 

1)  Nach  Prony  (Connaissance  des  temps  1808  pag.  374)  kann  man  ohne  auf 
die  Formeln  für  das  Ellipsoid  überzugehen  an  Stelle  desselben  eine  Kugel  setzen, 
deren  Radius  jMV'a  ist,  wenn  ri}  r2  die  beiden  Hauptkrümniungshalbmesser  in 
dem  Kartenmittelpunkte  sind. 

2)  S.  Gretschcl,  1.  c.  pag.  159. 
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Bonne'sche  Projektion,  auch  Projeclion  du  depöt  de  la  guerre  oder 
Projection  de  la  Carle  de  France,  weil  sie  für  die  1832  angefertigte 
grosse  Karte  von  Frankreich  verwendet  wurde  (s.  Puissant,  Notice 
sur  la  nouvelle  carte  de  la  France)1).  Man  könnte  ihr  aber  mit  dem- 
selben Rechte  noch  eine  Menge  Namen  geben ,  denn  sie  wurde  wol 
für  Specialkarten  in  letzter  Zeit  am  meisten  verwendet,  welcher  Um- 
stand sich  aus  ihrer  verhältnismässig  guten  Brauchbarkeit2)  erklärt. 
Ihre  Haupteigenschaften  sind:  1.  Die  auf  dem  minieren  (geradlinigen) 
Meridian  und  den  Parallelkreisen  gemessenen  Längen  werden  nicht 
verändert.  2.  Die  Parallelkreise  schneiden  den  Mittelmeridian,  und 
die  sämmtlichen  krummlinigen  Meridiane  den  mittleren  Parallel,  dessen 
Halbmesser  gleich  der  Seite  eines  Kegels  ist,  der  die  Erdoberfläche 
im  mittleren  Parallel  berührt,  senkrecht.  3.  Die  Karte  giebt  in  allen 
Punkten  wahre  Flächen,  d.  h.  das  Verhältnis  zweier  Flächentheile 
der  Karte  ist  gleich  demjenigen  der  durch  sie  dargestellten  Theile 
der  Erdoberfläche. 

Nebst  der  1832  angefertigten  Karte  von  Frankreich  ist  die  Ver- 
wendung dieser  Projektionsmethode  seit  1845  für  die  Spezialkarten  der 
österreichischen  Provinzen3)  zu  erwähnen;  ferner  für  die  Spezialkarte 
der  Schweiz  im  Massstabe  1:100000  in  25  Blättern4);  für  die  Spezial- 
karte von  Schottland6),  für  eine  Karte  des  Libanon6)  u.  s.  w. 

1)  S.  auch  Memorial  du  depöt  de  la  guerre  de  la  France  II.  Bd.  pag.  432. 
Memoire  ßur  la  projection  des  cartes  geograpbiques  adoptee  au  ddpöt  de  la 
guerre  par  M.  Henry. 

2)  Die  Vorzüge  dieser  Projektion  sind  von  den  Kartographen  oft  überschätzt 
worden ,  und  ihre  Güte  ist  durchaus  nicht  so  ausserordentlich.  Jedenfalls  hat  die 
von  Tissot  angegebene  compenmtive  Projektion  (s.  das  letzte  Kapitel  §  46)  wesent- 
liche Vortheile  vor  derselben. 

3)  Siehe  „Instruktionen  für  die  bei  der  astronomisch -trigonometrischen 
Landesvermessung  und  im'  Civilbureau  des  k.  k.  militär-geographischen  Institutes 
angestellten  Individuen"  1845  pag.  184.  Frischauf  bemerkt  im  „Jahrbuch  des 
österreichischen  Touristenclubs"  Bd.  12,  pag.  5 :  „Nach  diesen  Angaben  könnte 
man  schliessen,  dass  das  Netz  für  die  alte  Spezialkarte  (im  Masse  1  :  144000) 
nach  der  Bonne' sehen  Methode  construiert  wurde.  Während  des  Druckes  erfuhr 
ich,  dass  für  das  alte  Kartennetz  die  Gassini'sohe  Projektion  angewendet  wurde. 
Es  scheint  jedoch  im  k.  k.  militär-geographischen  Institute  auch  die  Bonne'sche 
Construktion  Verwendung  gefunden  zu  haben."  In  der  That  war  dies  auch  der 
Fall.  Siehe  „Organisation  und  Fortschritt  der  militärisch  -  cartogra,phischen 
Arbeiten  in  Oesterreich,  zusammengestellt  von  Steinhauser  aus  den  Mittheilungen 
von  August  v.  Fligely"  1859  pag.  10:  „Die  Gradnetze  der  Karte  werden  nach 
der  von  Bonne  modificierten  Flamsteed'schen  Projektion  berechnet  und  ver- 
zeichnet, wobei  die  Erdabplattung  zu  7{jj,  der  Halbmesser  des  Äquators  zu 
3.362035  Wiener  Klafter  angenommen  ist." 

4)  S.  Proceedings  of  the  Royal  Geographical   Society.     London  1860  p.  243. 

5)  Account  of  the  Methods  and  processes  adopted  for  the  production  of 
the  maps  of  the  ordnance  survey  of  the  united  kingdom  v.  H.  James  1875  p.  29. 

6)  Rapport  sur  la  carte  du  Liban  par  C.  Maunoir.  Im  Bulletin  de  la  So- 
ciete  de  geografie  de  Paris.  V  Serie  Bd.  4.    Paris  1862  pag.  263. 
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D'Avezac ')  identifiziert  diese  Projektion  mit  der  zweiten  Ptolemäischen 
und  nennt  sie  auch  homeolcre  Projektion  des  Ptolemäus.  Dies  ist  aber, 
wie  aus  dem  folgenden  ersichtlich,  unrichtig.  Ptolemäus  nimmt  als 
Mittelpunkt  der  Karte  Syene,  dessen  Breite  zu  23°  50'  angenommen 
wird.  Dann  wird  (Fig.  57)  MB  =  MB'  =  90°,  MA  ~=  23°50'  ange- 
nommen und  der  durch  B,  A,  B'  gelegte  Kreisbogen  als  Bild  des 
Äquators  angesehen.  Wird  der  Meridiangrad  als  Einheit  angenommen, 
so  ist  MA  =  23-83  Einheiten  und  die  Entfernung  MO  des  Mittel- 
punktes 0  des  Kreis- 
bogens BAB'  von  M 
gleich  157-79,  daher 
OA  =  181-62.  0  ist 
dann  der  Mittelpunkt 
der  äquidistanten  Pa- 
rallelkreise. Ptolemäus 
macht  dann  AN  =  16£, 
A  T  —  63  und  sieht  den 
durch  N  gezogenen  Kreis 
als  den  Antiparallel  von 
Meroe,  den  durch  T  ge- 
zogenen als  Parallel  von 
Thule  an.  Auf  den  Pa- 
rallelkreisen von  Thule, 
Syene  und  Meroe  werden 
dann  die  ihnen  nach 
der  Natur  zukommenden 
Längen  (cos  der  Breiten) 
abgeschnitten,  und  durch 
die  sich  entsprechenden  3  Punkte  Kreisbögen  gezogen. 

Ist  A  X  =  19°  27' 35,  so  ist  OX  =  181-65  —  19-45  =  162-20,  und 

da  cot  19°  27' 35  =  2-83089,  also  _cotl9°27'36    =  162-20,    so   ist   die 

arc  1°  7 

Projektion  derart,  dass  der  Radius  des  Parallels,  dessen  Breite  gleich 
19°  27' 35  ist,  gleich  der  Seite  des  die  Kugel  in  diesem  Parallel  be- 
rührenden Kegels  ist.  Der  Unterschied  von  der  eben  behandelten 
sogenannten   Bonne'schen   Projektion  ist  aber  ersichtlich. 

Wilberg  (s.  dessen  Ausgabe  von  Ptolemäus  Geographie  1838  p.  87) 
bemerkt  hierzu:   Aptior  hie  Ptolemaei  construetio   esset,   si  omnium, 


Fig.  57. 


1)  Er  sagt  (1.  c.  pag.  351):  „Die  Sanson'sche  Projektion  wurde  von  Flam- 
steed  als  eine  von  ihm  entdeckte,  neue  angesehen;  aber,  was  alle  Glaublichkeit 
übersteigt,  ist,  dass  derselbe  Name  (der  Flamsteed' 'sehen,  mit  dem  Beinamen 
der  modifizierten)  durch  eine  nicht  zu  entschuldigende  Verirrung  für  eine  Pro- 
jektion von  ganz  anderem  Charakter,  welche  wenigstens  15  Jahrhunderte  älter 
ist,  nochmals  auftreten  konnte. 
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quos  scripturus  erat  parallelorum  longitudinem  eodern  quo  trium  illo- 
rum  modo  definisset,  atque  per  segnientoruni  sibi  respondentiurn  in- 
cisiones  uno  tracto  coutinuas  curvas  duxisset,  quae  meridianos  re- 
praesentarent.  Quod  si  fecisset,  constructio  eius  maximam  haberet 
similitudinem  cum  illa,  cuius  modum  Bonnius  docuit.  Dass  diese  sog. 
Bonne' sehe.  Projektion  mit  der  Ptolemäischen  nicht  identisch  ist,  sagt 
auch  Germain  in  seinem  traite  des  projections  des  cartes  geographiques 
pag.  98.  Doch  findet  sich  (pag.  194)  ein  anderer  Irrthum,  indem 
behauptet  wird,  dass  die  wahren  Längen  (cos  der  Breite)  auf  dem 
Antiparallel  von  Meroe,  dem  Äquator,  dem  Parallel  von  Syene  und 
dem  von  Thule  aufgetragen,  und  die  Schnittpunkte  durch  mechanische 
Curven  verbunden  werden.  Den  Unterschied  von  der  sog.  Bonne  sehen 
sieht  Germain  darin,  ,,que  la  seconde  projection  de  Ptolemee  n'est  pas 
le  developpement  du  cone,  tangent  au  parallele  de  Syene.  ...  11 
faut  donc  reconnaitre  que  Ptolemee  n'avait  pas  Fidee  d'un  cone  tan- 
gent ä  la  terre  le  long  du  parallele  nioyen,  et  que  sa  construction 
est  tout  arbitraire.  Wenn  auch  das  letztere  der  Fall  wäre,  so  wäre 
die  Natur  der  Projektion  doch  dieselbe,  wie  die  der  sog.  ßu/meschen, 
iudem  nur  der  Hauptpunkt  der  Karte  19° 27' 35  Breite  hätte,  und  die 
Karte  weiter  nach  Norden  als  nach  Süden  fortgesetzt  wäre,  wenn 
nicht  der  Unterschied  im  Ziehen  der  Meridiane  liegen  würde. 

Wenn  hiernach  auch  diese  Projektion  nicht  15  Jahrhunderte  alt 
ist,  wie  dies  D'Avezac  behauptet,  so  ist  sie  darum  doch  nicht  neu;  sie 
rührt  von  Mercalor  her,  und  wir  wollen  sie  Merealor'sche  äquivalente 
Projektion  nennen.  In  seinem  „Atlas  sive  Cosmographicae  raeditationes 
de  fabrica  mundi  et  fabricati  figura",  1595,  sind  die  Karten  3  (Afrika) 
und  4  (Asien)  in  dieser  Projektion  dargestellt.  Ebenso  ist  die  Welt- 
karte in  der  1584  erschienenen  Ausgabe  der  Geographie  des  Plolemäus1) 
statt  in  des  letzteren  Projektion,  in  derselben  äquivalenten  (fälschlich 
Bonne' sehen  genannten)  Projektion  dargestellt,  und  sind  zu  derselben 
die  folgenden  erläuternden  Worte  hinzugesetzt:  In  hac  tabula  pa- 
rallelorum  non  unius  alteriusve  (ut  sufficere  dicit  Ptolemaeus)  sed 
omnium  plane  symmetriam  ad  circulum  maximum  servavi,  quo  sphae- 
ricae  dispositionis  forraam  quadranguli  quam  proxime  repraesentarent 
et  debita  longitudinis  ad  latitudinem  proportio  in  regionibus  servaretur. 

Anmerkung.  Es  erübrigt  noch  mit  einigen  Worten  der  W^iecheVBchen  äqui- 
valcnten  Zenitalprojektion  zu  gedenken.  Bei  der  Polarprojektion,  aus  welcher 
die  zenitale  entsteht,  wenn  der  Pol  durch  einen  anderen  Punkt  der  Erdober- 
fläche ersetzt  wird,  und  die  Netzlinien  (Meridiane  und  Parallelen)  der  Polar- 
projektion die  Bedeutung  von  Höhenkreisen  und  Almncautaracs  erhalten,  ent- 
stehen die  Parallelkreise,  indem  man  durch  die  Theilpunkte  a,  b  .  .  .  des  kreis- 


1)  Geograpliiae  libri  octo.  Recogniti  iam  et  diligenter  emendati  cum 
tabulis  geographicis  ad  meutern  auctoris  restitutis  ac  emendatis  per  Gerardum 
Mercatorem. 
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förmigen  ersten  Meridians  mbaP  aus  dem  Pole  als  Mittelpunkt  Kreise  zieht, 
woraus  man  erkennt,  dass  die  Parallelkreise  identisch  sind  mit  Lamberts  äqui- 
valenter Polarprojektion  (der  sogenannten  isomeren),  da  jeder  Parallelkreis  mit 
der  zugehörigen  Sehne  als  Halbmesser  beschrieben  wird,  was  Wiechel  voll- 
ständig übersieht.  Theilt  man  den  durch  den  Mittelpunkt  C  (Fig.  58)  gehenden 
Parallelkreis  in  gleiche  Theile,  und  beschreibt  aus  den  Theilpunkten  als  Mittel- 
punkten Kreisbögen  nach  einer  Seite ,  so  stellen  diese  die  Meridiane  vor.  An 
Stelle  der  von  Lambert  verwendeten  geradlinigen  Meridiane  Pm,  Pn  treten 
also  die  Kreisbögen  Pbm,  Pen;  da  aber 


so  ist 


area  P  Cm  b  =  PC'nc , 
area  PCmnC '=  PCmnC  -f-  Pnc  —  Pmb  =  area  Pbmnc, 


und  dasselbe  gilt  von  jedem 
zwischen  zwei  Parallelkreisen 
und  Meridianen  liegenden  Strei- 
fen ,  womit  die  Äquivalenz  be- 
wiesen ist.  An  diese  „elegante" 
Projektion,  welche  sich  auch 
vorzüglich  als  „Muster  auf  der 
ersten  Stufe  des  Zeichenunter- 
richtes eignet",  knüpft  Wiechel 
die  Hoffnung,  dass  sie  bald  in 
der  Praxis  Eingang  finden  wird ') 
und  giebt  zum  Beweise  ihrer 
Güte  eine  tabellarische  Zusam- 
menstellung, welche  S.  Günther 
trotz  ihrer  Mangelhaftigkeit  und 
Haltlosigkeit  in  Behm's  geo- 
graphischem Jahrbuch  Bd.  9, 
unverändert  abdruckt.2)  Zu- 
nächst nimmt  Wiechel  keine 
Rücksicht  auf  den  Winkel  der 
Netzcurven;  jeder  Eigenschaft 
wird  ein  gewisses  Gewicht  beigelegt;  und  zwar  1.  Äquivalenz  2,  2.  Confor- 
mität  2 ,  3.  wenn  die  Hauptcoordinate  in  wahrer  Länge  erscheint  1 ,  4.  die 
Nebencoordinate  1 ,  5.  wenn  die  Netzlinien  Gerade  oder  Kreisbögen  sind  1, 
6.  wenn  das  Bild  zusammenhängend  ist  (nicht  durch  Lücken  getrennt,  wie  z.  B. 
bei  den  Sternprojektionen  oder  durch  das  Nichtaneinanderstossen  benachbarter 
Theile  bei  den  Kegelprojektionen)  l;  für  die  IjamberV  sehe  und  WiecheV sehe 
lautet  das  Bild: 

richtiger  jedoch 

13      4      5      6      7      Summe 

Lambert    2    —  —    1     1     1        5 
Wiechel     2     1    —    1     1    —       5 

wobei  in  eine  7.  Colonne  das  Gewicht  1  oder  0  eingetragen  ist,  je  nachdem  die 
Netzlinien  aufeinander  senkrecht  stehen  oder  nicht. 


Fig.  58. 


nach 

Wiechel 

1 
Lambert    2 

Wiechel     2 

3      4      5      6    Summe 

11       4 

1111        6 

1)  Wiechel,  Rationelle  Gradnetzprojektionen.  Der  Civilingenieur  1879,  p.  410. 

2)  Nur  aus  diesem  Grunde  wurde  auf  diese  sonst  ganz  wertlose  Zusammen- 
stellung hier  näher  eingegangen. 
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Wie  wertlos  jedoch  diese  Zusammenstellung  ist,  ergiebt  sieb.  z.  B.  aus  der 
Vergleichung  der  Mercator' 'sehen  Seekartenprojektion  und  der  zuletzt  bebandel- 
ten Mercator' sehen  äquivalenten  (.Bon waschen)  Projektion.     Für  diese  hat  man: 

12      3     4      5      6      7     Summe 

Mercators  Seekartenproj.       —    2    —  —  111        5 
Mercators  äquivalente  Pr.      2    —  —    1  —  —  —       3 

und  doch  wurde  gerade  die  zweite  Projektion  ihrer  Güte  halber  bei  einer 
grossen  Zahl  von  Karten  gewählt,  während  die  erste  nur  eine  ganz  spezielle 
Verwendung  für  Seekarten  hat. l) 

Eine  Vergleichung  der  stereographischen  und  Mercator' 'sehen  äquivalenten 
Projektion  giebt  Oskar  Möllinger  in  seinem  „Lehrbuch  der  wichtigsten  Karten- 
projektio.nen"  pag.  104  ff. 

Für  das  Kartennetz  von  Europa  ist  als  mittlerer  Parallel  derjenige,  dessen 
Breite  -f-  52°  ist  angenommen.  Als  erster  Meridian  ist  derjenige  gewählt,  dessen 
östliche  Länge  von  Paris  20°  ist  (s.  1.  c.  pag.  55).  Als  Grenzkreis  der  Karte  wird 
ein  Kreis  genommen,  dessen  sphärischer  Halbmesser  28°  ist.  Für  die  Karte  von 
Deutschland  ist  die  Breite  des  mittleren  Parallels  -f-  50°,  der  Meridian  des 
Kartenmittelpunktes  10°  östlich  von  Paris,  Grenzkreis  vom  sphärischen  Halb- 
messer 8°  (pag.  60).  Zur  Prüfung  wurden  4  Punkte  gewählt  (für  die  Karte  von 
Europa:  Constantinopel,  Petersburg,  Reikiavik,  Lissabon,  von  denen  die  beiden 
ersten  in  der  Nähe  des  Hauptmeridians,  die  beiden  letzten  nahe  an  den  Rand 
der  Karte  fallen;  für  die  Karte  von  Deutschland:  Berlin,  Triest,  Turin,  Paris, 
in  derselben  Lage  gegen  den  ersten  Meridian)  und  aus  den  geographischen 
Coordinaten  ihre  sphärische  Distanz,  ihre  rechtwinkligen  Coordinaten  in  den 
beiden  Projektionen,  und  aus  letzteren  ihre  geradlinigen  Entfernungen  auf  den 
Karten  bestimmt.     Die  Vergleichung  ergiebt  pag.  109  und  113: 


Entfernung 

Sphärische 

Distanz  in 

Meilen 

Stereogr. 
Projekt. 

Merc. 

äquivalente 

Projekt. 

Stereogr. 
—  Original 

Merc. 
—  Original 

Merc. 
—  stereogr. 

Lissabon  —  Constant. 

436-887 

436435 

434-509 

—  0452 

—  2-378 

—  1-926 

Constant.  — Petersb. 

284-325 

279-817 

284-335 

—  4-508 

4-  o-oio 

+  4-518 

Petersb.  —  Reikiavik 

362371 

362574 

362699 

-4-  0  203 

+  0-328 

-f  0-125 

Reikiavik  —  Lissabon 

398250 

406-370 

397232 

+  8-120 

—  1018 

—  9138 

Lissabon  —  Petersb. 

488033 

485-117 

483-968 

—  2916 

—  4-065 

—  1149 

Constant.  —  Reikiavik 

556442 

552  408 

551-342 

—  4-034 

-  5-100 

—  1-066 

Paris  —  Turin 

78-8267 

78.8839 

78-9701 

4-  0-0572 

+  01434 

4-  0-0862 

Turin  — Triest 

64-6667 

64-6732 

646511 

+  0-0065 

—  0-0156 

—  0-0221 

Triest — Berlin 

102-9292 

102-8101 

102-9284 

—  01191 

—  0-0008 

4-  0-1183 

Berlin  —  Paris 

118-4000 

118  3232 

1183973 

—  0-0768 

—  0-0027 

4-  0-0741 

Paris  —  Triest 

1258104 

1257802 

125-8645 

—  0-0302 

4-  0-0541 

4-  0-0843 

Turin  —  Berlin 

124-8696 

1247428 

124-8181 

—  0-1268 

—  0-0517 

4  0-0753 

Als  Resultat  dieser  Vergleichungen  zieht  Möllinger  den  Schluss,  dass  „für 
Karten,  welche  kleinere  Kugelabschnitte,  wie  Deutschland,  Frankreich,  die 
Schweiz   etc.,    darstellen   sollen,    die   stereographische    Projektionsmethode    an 


1)  Noch  sonderbarer  tritt  dies  in 'der  Vergleichung  mit  der  Tissotf&chen 
compensativen  Projektion  auf,  welche  höchstens  das  Gewicht  1  in  der  Columne  6 
hätte;  das  Resultat  wäre  also,  dass  diese  vorzügliche  Projektion  zu  verwerfen 
wäre ,  weil  sie  nur  das  Gewicht  1  hätte ! 
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Stelle  der  Bonne'schen  (eigentlich  M er cator' sehen  äquivalenten)  zur  Anwendung 
kommen  kann,  indem  die  aus  einer  solchen  Karte  entnommenen  Distanzen 
nicht  mit  wesentlich  grösseren  Fehlern  behaftet  sind,  als  dies  bei  der  Bonne' - 
sehen  Methode  der  Fall  ist"  (pag.  117).  Aber  der  dadurch  erlangte  Vortheil 
ist  nur  ein  scheinbarer;  denn  bei  grösseren  Karten  kann  man  die  in  der 
stereographischen  Projektion  sich  als  Kreise  projicierenden  Netzlinien,  keines- 
falls als  solche  zeichnen,  indem  die  Mittelpunkte  ausserhalb  der  Zeichnungs- 
fläcbe  liegen  und  die  Halbmesser  viel  zu  gross  sind.  Ob  man  aber  die  Kreise 
der  stereographischen  oder  die  Netzlinien  der  .Mercafor'schen  ücpaivalenten  Pro- 
jektion durch  Coordinaten  ihrer  Punkte  zeichnet,  kömmt  wol  auf  dasselbe  hinaus. 


IV.  KAPITEL. 
ALLGEMEINE  THEORIE.     CONFORME  ABBILDUNG. 

42.  Die  bisher  erwähnten  Projektionen  waren:  1.  Perspektivische, 
welche  hauptsächlich  dort  zur  Verwendung  kommen,  wo  es  sich 
um  die  Darstellung  des  Bildes  der  Erdoberfläche  (der  Himmelskugel 
oder  einzelner  Himmelskörper)  handelt,  wie  sie  einem  in  irgend  einem 
Punkte  befindlichen  Auge  erscheinen,  oder  wo  gewisse  spezielle  Eigen- 
schaften (z.  B.  der  gnomonischen ,  dass  die  Bilder  der  grössten  Kugel- 
kreise gerade  Linien  sind;  oder  der  stereographischen,  dass  alle 
grössten  und  kleinen  Kugelkreise  sich  als  Kreise  darstellen)  sie  für 
gewisse  Darstellungen  besonders  geeignet  erscheinen  lassen.  2.  Kegel- 
projektionen, welche  eine  genauere  Darstellung  der  gegenseitigen 
Lage  der  Theile  der  Erdoberfläche  ermöglichen,  indem  sich  der  Kegel 
wenigstens  nach  einer  Richtung  der  Kugel  näher  anschmiegt  als  die 
Ebene,  und  die  auf  den  Kegel  projicierte  Oberfläche  sich  dann  in 
eine  Ebene  ausbreiten  lässt,  nachdem  sein  Mantel  längs  einer  Kante 
aufgeschnitten  wurde.  3.  Äquivalente  Abbildungen,  bei  denen  eine 
wichtige  Bedingung,  diejenige  der  Flächengleichheit  der  Elemente, 
folglich  auch  der  Gleichheit  der  Verhältnisse  endlicher  Flächentheile 
mit  denjenigen  ihrer  Bilder  erfüllt  wurde,  bei  denen  überdies  durch 
richtige  Wahl  der  in  die  Gleichungen  eintretenden  Constanten  die 
Erfüllung  einiger  weiterer,  für  eine  gute  Karte  wichtiger  Bedingungen 
ermöglicht  war.  Es  war  aber  gezeigt,  dass  überall,  namentlich  in 
Punkten,  welche  vom  Kartenmittelpunkte,  der  als  Hauptpunkt  zu 
gelten  hat,  weiter  entfernt  sind,  bedeutende  Verzerrungen  eintreten, 
welche  daher  rühren,  dass  das  Vergrösserungsverhältnis  nicht  nur  in 
verschiedenen  Punkten,  sondern  auch  in  einem  und  demselben  Punkte 
nach  verschiedenen  Richtungen  verschieden  ist,  und  der  Winkel  der 
Projektionen  zweier  Curven  nicht  gleich  ist  demjenigen,  welchen  die 
Originale  auf  der  Kugel  einschliessen.  Wir  haben  aber  bereits  einige 
Fälle  kennen  gelernt,  wo  wenigstens  in  einem  und  demselben  Punkte 
das  Vergrösserungsverhältnis  nach  allen  Richtungen  dasselbe  ist,  und 
wo  gleichzeitig  die  Winkel  in  der  Projektion  unverändert  dargestellt 
wurden,  also  gleich  jenen  auf  der  Kugel  waren.    Es  könnte  demnach 
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die  Frage  auftreten ,  ob  es  denn  nicht  möglich  wäre ,  die  obigen  drei 
Bedingungen  (1.  Constanz  der  Vergrösserungsverhiiltnisse  in  einem 
Punkte  nach  allen  Richtungen;  2.  Constanz  desselben  in  allen  Punkten 
und  3.  Unveränderlichkeit  der  Winkel)  gleich- 
zeitig zu  erfüllen ,  und  wenn  dieses  nicht 
der  Fall  ist,  welche  von  denselben  gleich- 
zeitigerfüllbar sind.  Gehen  wir  von  der  Voraus- 
setzung aus,  dass  das  Vergrösserungsver- 
hältnis  von  der  Richtung  unabhängig  ist, 
dann  wird  in   zwei   einander   entsprechenden  Flg- 59- 

Richtungen  ab,  albl  und  ac,  alcl  (Fig.  59)  das  Vergrösserungsver- 
hältnis  dasselbe  (eigentlich  um  eine  unendlich  kleine,  also  ver- 
schwindende Grösse  verschieden)  sein;  d.  h.  es  ist 

ab  :  atbx  =  ac  :  aic1, 

oder 

ab  :  ac  =  a{bx  :  alcl. 

Nachdem  aber  auch  in  den  Punkten  b  und  c  dasselbe  stattfindet 
und  die  Punkte  b,  bi ,  sowie  c,  cx  eiuander  entsprechen,  also  bc, 
bicl  und  ac,  alcl  einander  entsprechende  Linienelemente  sind,  so 
wird  auch  (bis  auf  unendlich  kleine,  verschwindende  Grössen) 

ca  :  cxax=  cl)  :  c^bx, 
oder 

ac  :  bc  —  alci  :  btcl} 
demnach 

ab  :  ac  :  bc  =  albi  :  aKcx  :  bici, 

folglich  sind  die  beiden  unendlich  kleinen  Dreiecke  abc,  axb{cs  bis 
auf  unendlich  kleine  Grössen  2.  Ordnung  einander  ähnlich,  daher 
die  von  den  einander  entsprechenden  Richtungen  eingeschlossenen 
Winkel  einander  gleich.  Unabhängigkeit  des  Yergrösserungsver- 
hältnisses  von  der  Richtung  und  Gleichheit  der  zwischen  entsprechen- 
den Curven  enthaltenen  Winkel  sind  also  immer  gleichzeitig  erfüllt, 
in  welchem  Falle  die  Bilder  der  unendlich  kleinen  Theile  ähnlich 
sind1);  solche  Abbildungen  nennt  man  conforme. 

Allgemeine  Untersuchungen  über  die  Art  und  Weise  der  Zu- 
ordnung der  Punkte   der   beiden  Flächen,   d.  h.   über  die   Form   der 


1)  Damit  ist  durchaus  keine  Ähnlichkeit  der  endlichen  Theile  verbunden; 
denn  schreitet  man  längs  einer  Curve  C  fort,  so  wird  in  zwei  unendlich  be- 
nachbarten Punkten  a,  &,  ihres  Bildes  C,  das  Vergrösserungsverhältnis  nur  um 
eine  unendlich  kleine  (also  verschwindende)  Grösse  verschieden  sein,  in  einem, 
wenn  auch  noch  so  nahen,  aber  endlich  davon  entfernten  Punkte,  wird  aber 
das  Vergrösserungsverhältnis  schon  um  eine  endliche  Grösse  (dem  Integral  der 
unendlich  kleinen  Variation  desselben)  verschieden  sein. 

Herz  ,  Landkartenprojektionen.  13 
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Abbildung,  sind  schon  durchgeführt  von  Lambert1)  und  Layrange"1), 
die  allgemeine  Auflösung  gab  aber  erst  Gauss  in  seinen  beiden  be- 
rühmten Abhandlungen:  „ Disquisitiones  generales  circa  superficies 
curvas "  und  „Allgemeine  Auflösung  der  Aufgabe,  die  Theile  einer 
gegebenen  Fläche  auf  einer  anderen  Fläche  so  abzubilden,  dass  die 
Abbildung  dem  Abgebildeten  in  den  kleinsten  Theilen  ähnlich  wird." 

Wir  werden  bei  dieser  im  Folgenden  dargelegten  Theorie  auch 
allgemeine  Gesichtspunkte  für  die  nichtconforme  Darstellung  der 
Flächen  kennen  lernen,  wie  sie  geometrisch  zuerst  von  Tissol3)  und 
später  analytisch  von  FioriniA)  auseinandergesetzt  wurden,  und  welche 
geeignet  sind,  auf  die  in  den  ersten  drei  Kapiteln  gelehrten  Pro- 
jektionsmethoden im  Zusammenhange  erst  in  klarerer  Weise  einen 
Überblick  zu  gewähren. 

Sei  die  allgemeine  Gleichung  einer  Fläche 

/■(*,  y,  2)  =  0,  (1) 

so  wird  man  von  den  drei  Variabein  x,  y,  z  zwei  beliebig  wählen 
können,  und  die  dritte,  z,  bestimmt  sich  dann  aus  Gleichung  (1). 
Zu  jeder  Wertecombination  x,  y  gehört  also,  je  nach  der  Art  der 
Funktion  /*,  ein  Wert  oder  eine  bestimmte  Anzahl  von  Werten  von  z. 
Die  Gesammtheit  der  durch  die  drei  Coordinaten  x,  y,  z  bestimmten 
Punkte  bilden  dann  die  durch  die  Gleichung  (1)  dargestellte  Fläche. 
Substituiert  man  aber  in  diese  Gleichung  für  x  und  y  zwei,  vor- 
läufig noch  unbestimmte  Funktionen  von  zwei  neuen  Variabein  u,  v} 
setzt  man  also 

x  =  cp(u,  v) 

y  =  il)  (u,   v) 
in   die  Gleichung  (1),  so  wird  diese  eine  Gleichung   in    z,  u,  v    und 
es  lässt  sich  z  hieraus  bestimmen;  sei  allgemein  der  hierausfolgende 
Wert  von  z: 

z  =  x  (u,  *>),  (2') 

wobei  es  allerdings  vorkommen  kann,  und  auch  unter  Umständen 
vorkommen  wird,  dass  sich  diese  letzte  Beziehung  (2')  algebraisch 
gar  nicht  wirklich  ermitteln  lässt ,  was  aber  für  die  analytische  Ent- 
wicklung von  keiner  Bedeutung  ist,  so  dass  man  sich  stets  denken 
kann,  dass  die  drei  Gleichungen  (2),  (2')  die  Gleichung  (1)  voll- 
ständig ersetzen.  Denn  zu  einem  gegebenen  Wertepaare  von  x,  y 
kann  man  sich  (ohne  Rücksicht  auf  algebraische  Schwierigkeiten)  die 

1)  Beiträge  zum  Gebrauche  der  Mathematik  und  dereu  Anwendung:  III, 
pag.  151  ff. ;  dabei  musste  er  seine  Zuflucht  zu  unendlichen  Reihen  nehmen, 
s.  pag.  158. 

2)  Nouveaux  memoires  de  l'Academie  de  Berlin  1774  und  177'.). 

3)  Memoire  sur  la  repre*sentation  des  surf'aces  et  les  projections  des  cartes 
geographiques.    Paris  1881. 

4)  Le  projezioni  delle  carte  geografiche.     Bologna  1881. 
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zugehörigen  Wertepaare  von  u ,  v  aus  (2)  bestimmen ,  oder  wenigstens 
bestimmt  denken;  diese  Werte  in  (2')  eingesetzt,  geben  wieder  den 
zu  dem  angenommenen  Wertepaare  x,  y  gehörigen  Wert  von  z, 
welcher  aber  derselbe  sein  muss,  wie  der  aus  Gleichung  (1)  folgende, 
da  die  Gleichungen  (2),  (2')  die  Gleichung  (1)  identisch  erfüllen. 
Da  nun  a?,  y ,  z  als  Funktionen  von  u,  v  zu  betrachten  sind,  so  wird 


dx 

dx 

du 

<*W  +  |f 

dv 

dy 

__  dy 
du 

'     dv 

dv 

dz 

du 

1     cv 

dv. 

un 

mit  Gauss 

dx 

du 

=  a 

dy   _ 

du 

=  b      JJL 

du 

=  c 

dx 
dv 

—  a' 

dy  _ 
dv 

,,        dz 
=  b 

dv 

=  c' 

(3) 


so  wird 

dx  =  adu  -(-  a' dv 

dy  =  bdu  -\-'b' dv 
dz  =  cdu  -f-  c' dv, 
und  das  Bogenelement 

ds2  =  dx2  +  dy2  +  dz2  =  (a2  +  b2  +  c2)  du2 
+  2  (««'+  W'  +  cc')  rfwrfy  +  (a'2  +  b'2  +  <?.'*)  rfy2. 
»Setzt  man  also  weiter: 

a2  -f  b2  +  c2  =  e  j 
aa'-j-  /y ö'-f-  ec'  =  /"i  , 
«2  _j_  b'2  _|_  c'2  =y\ 
so  wird 

ds2  =  edw2  4-  2/rfw  cfa>  4-  ^^^2. 

Für  eine  zweite  Fläche  sei  nun 

Y  =  W{Ü,V)\ 
z  =  X  (U,  V) ) 

dX  dY 

du  ~~  A      dU 


dV 


=  A' 


dr 


B 
B' 


dz 
du  '' 
dz_ 

dV  : 


C 

c 


so  ist 


dV 

A2  4-  B2  4-  C2 

AA'+  BB'-{-  CC'=  f\ 

A'i  _|_  b'2  +  C'2  =  G) 

dS2  =  EdU2  4-  2Fdüd  P  +  £tf  F2. 


(4) 
(5) 

(2a) 

(3  a) 

(4  a) 
(5a) 
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Nimmt  man  nun  im  Allgemeinen  an,  dass 

ü  =  f\(u,  v)\ 


iß) 
V  =  f2(u,  v)\ 

ist,  so  werden  sich  für  gegebene  Werte  von  u,  v  Werte  für  U,  V 
bestimmen  lassen,  und  es  ist  durch  die  Gleichungen  (6)  eine  gesetz- 
mässige  Zuordnung  der  Punkte  der  beiden  Flächen  angenommen. 
Demi  für  eine  gewisse  Annahme  für  w,  v  folgen  aus  (6)  die  W'erte 
von  U,  V\  dem  Systeme  u,  v  entspricht  aber  gemäss  (2),  (2')  ein 
Punkt  x,  y,  z  der  Fläche  I,  dem  Systeme  U,  V  gemäss  (2  a)  ein 
Punkt  X,  Y,  Z  der  Fläche  II,  und  diese  beiden  Punkte  (x ,  y ,  z), 
(X ,  Y,  Z),  welche  zu  demselben  Werte  von  u,  v  gehören,  kann 
man  als  zugeordnete  Punkte  betrachten,  und  man  sagt,  der  eine 
(gleichgiltig  übrigens  welcher)  sei  das  Bild  des  anderen. ')  Geht  man 
von  einem  Wertepaare  u,  v  zu  einem  anderen  u  -|-  du,  v  -f-  dv  über, 
so  wird  man  offenbar  auf  der  Fläche  I  zu  einem  benachbarten  Punkte 
fortschreiten;  ebenso  auf  der  Fläche  II;  da  aber  die  benachbarten 
Punkte  der  beiden  Flächen  ebenfalls  zu  demselben  Wertepaare  u-{-du, 
v-^-dv  gehören,  so  sind  die  Punkte  (x-\-dx,  y-\-dy,  z-{-dz)  und 
(X-\-  dX,  Y-\-dY7  Z-\-dZ)  ebenfalls  zusammengehörige  Punkte, 
demnach  auch  von  den  Linienelementen  ds  und  dS  das  eine  das 
Bild  des  anderen.  Dieselben  werden  nicht  gleich  sein,  und  das  Ver- 
hältnis k  =  7  der  beiden  Elemente  drückt  sich  durch 
ds 

(dS\2  _  ,,2  __  EdU'  +  2Fd  Ud  V  +  Gd  V*_ 
V  ds  )  edu2  -4-  2fdudv  -4-  gdv2 

aus.     Dieses  kann  man  auch  schreiben 

/du\*  E+2Fmr^G\~du) 

\  du  )  ,   „  „  dv  ( dv\*        >  ■    ' 


1,2 


.  dv     .       (  dv  \* 


woraus   man    sieht,    dass    dieses    sogenannte    Vergrösserungsverhültnk 

von  den  Verhältnissen  —r-fr  ,    -3—  abhängt.     Um  aber  die  Bedeutung 

dU  '     du  °  & 

dieser  letzteren  zu  erkennen,  wollen  wir  die   Bedeutung  der  Grössen 
u,  v,  U,   V  näher  ins  Auge  fassen. 


1)  Es  darf  nicht  unerwähnt  bleiben,  dass  allgemein  einem  Punkte  (x,  y,  z) 
mehrere  (etwa  m)  Punkte  (Y,  Y,  Z)  entsprechen  können,  wenn  die  Auflösung 
der  Gleichungen  (2)  oder  (C)  oder  (2a)  mehrere  Wurzeln  liefert.  Umgekehrt 
könnten  gleichzeitig  einem  Punkte  (X,  Y,  Z)  etwa  n  Punkte  (x,  y,  z)  ent- 
sprechen. Von  dieser  allgemeinen  m-n- deutigen  Verwandtschaft  soll  hier  ab- 
gesehen und  nur  der  Fall  der  ein -eindeutigen  Verwandtschaft  betrachtet 
werden,  wo  jedem  Punkte  der  einen  Fläche  nur  ein  Punkt  der  anderen  Fläche 
entspricht. 
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Setzt  man  u  gleich  einer  Constanten  c,  so  wird 

legt  man  jetzt  dem  v  verschiedene  Werte  bei,  so  erhält  man  eine 
Reihe  zusammengehöriger  Wertepaare  von  x,  y,  z,  deren  Gesammt- 
heit  demnach  eine  Linie  bilden  wird,  und  da  die  Werte  von  x,y ,  z 
der  Gleichung  der  Fläche  genügen,  was  immer  auch  w,  v  seien,  oder 
anders  ausgesprochen,  weil  alle  Wertecombinationen  von  x,  y,  z, 
welche  aus  den  drei  Gleichungen  (2),  (2')  erhalten  werden,  Punkte 
auf  der  Fläche  darstellen,  so  werden  auch  die  durch  Variation  des 
Wertes  von  v  bei  constantem  Werte  u  =  c  erhaltenen  Punkte  aut 
der  Fläche  liegen.  Daher  stellt  die  Gleichung  u  =  c  eine  Linie  auf 
der  krummen  Fläche  vor.  Legt  man  der  Variabein  u  einen  anderen 
constanten  Wert  u  =  cx  bei,  so  wird  auch  diese  Gleichung  eine  Curve 
auf  der  Fläche  darstellen.  Die  Gesammtheit  der  Gleichungen  u  =  c, 
wenn  c  verschiedene  constante  Werte  erhält,  stellt  also  eine  Schaar 
von  Linien  auf  der  Fläche  vor.1)  Desgleichen  wird  die  Gleichung 
v  =  c  eine  andere  krumme  Linie  auf  der  Fläche  vorstellen,  und  die 
Gesammtheit  dieser  Gleichungen  für  verschiedene  Constanten  c  eine 
andere  Schaar  krummer  Linien,  so  dass  also  die  Coordinaten  u,  v 
eigentlich  zwei  Schaaren  von  Curven  auf  der  Fläche  darstellen.  Legt 
man  dem  u,  v  je  einen  constanten  Wert  bei,  so  wird  dadurch  ein 
Punkt  der  Fläche  (nämlich  der  Durchschnittspunkt  dieser  beiden 
Curven)  erhalten.2)     Ist  nun   u,  v   ein  Punkt  der  krummen   Fläche, 


1 )  Es  muss  erwähnt  werden ,  dass  sich  zwei  Curven ,  für  welche  u  =  c  und 
u  =  Cj  ist,  für  die  hier  gemachten  Voraussetzungen  nicht  schneiden  können. 
Denn  wenn  dies  der  Fall  wäre ,  so  müsste  für  den  Schnittpunkt  u  =  c  und 
u  =  e,  sein,  d.  h.  es  müssten  sich  für  eine  und  dieselbe  Wertecombination  von 
x,  y ,  z  aus  (2)  und  (2a)  zwei  Werte  von  u,  nämlich  u  =  c  und  u  =  c,  ergeben, 
was  gegen  die  Voraussetzung  ist. 

2)  Um  dieses  anschaulich  zu  machen,  nehmen  wir  ein  Rotationsellipsoid, 
dessen  Gleichung 


^  +  2/2  +  rzly  =  ^. 

Setzt  man 

A  cos  u  cos  v                     A  sin  u  cos  v 

x  = 

-    —        — ;        y  =  — ■ 

V\  —  s2  sin  v-                    Vi  —  £2  sin  v2 

in  die  Gleichung 

ein, 

so  wird 

A{1  —  s2)  sin  v 

Vi  —  £2  sin  vz 

Wenn  v  =  e,  so  ist  auch  z  constant,  d.  h.  v  =  c  stellt  einen  Parallelkreis  vor, 
und  die  Schaar  der  «-Linien  ist  die  Schaar  der  Parallelkreise.     Für  u  =  c  wird 

—  constant;   —  =  a  giebt  aber  im  Vereine  mit  der  Gleichung  des  Ellipsoides 

einen  Meridianschnitt ,  daher  stellt  u  =  c  einen  Meridian  vor  und  die  Schaar 
der  w-Linien  ist  die  Schaar  der  Meridiane.  Durch  die  Annahme  u  =  cc,  v  =  ß 
ist  je  ein  Meridian  und  ein  Parallelkreis,  also  ihr  Durchschnittspunkt  als  Punkt 
der  Fläche  bestimmt. 
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u  -f-  du,  v  -f-  dv  ein  anderer,   unendlich  benachbarter,  so  wird  -^ — 

die  Richtung  des  Fortschreitens  von    einem  Punkte   zum  anderen,  be- 
zogen auf  die  u-  und  v-Linien,  charakterisieren. 

43.  Nehmen  wir  vorerst  u  =  U ,  v  =  V,  d.  h.  drücken  wir  die 
Coordinaten  x,  y,  z,  X}  Y,  Z  der  beiden  Flächen  durch  dieselben 
Variabein  u,  v  aus*,  dann  ist  für  die  beiden  Flächen: 

ds2  =  edu2  -f-  2f  dudv  -j-  gdv2\ 

dS2=Fdu2  -f  2 F dudv  -{-  Gdv2]'  ^ 

Denken  wir  uns  auf  der  Fläche  I  zwei  unendlich  benachbarte 
//-Linien  für  die  Werte  ux  und  ux  -f-  du  gezogen;  ebenso  zwei  un- 
endlich   benachbarte    v- Linien    für   die  Werte   vx   und   vx  -f-  dv\    die 

Linien  für  u=  uX}  v  =  vx  schneiden 
sich  (Fig.  60)  in  einem  Punkte  a,  die 
beiden  unendlich  benachbarten  für  die 
Werte  w,  -f-  du,  vx  -f-  dv  schneiden 
sich  in  c.  Die  u-  und  v-  Linie  in  a 
schliessen  einen  Winkel  %■  ein,  und 
dieser  werde  durch  die  Linie  ac,  welche 
auf  dieser  unendlich  kleinen  Strecke 
ebenso  wie  ab,  bc  als  geradlinig  anzusehen  ist,  in  zwei  Theile  cjt, 
«2  getheilt. 

Das  Linienelement  ab  der  v- Linie  wird  erhalten,  indem  man 
dv  =  0  setzt,  weil  ja  für  diese  Linie  v  =  vx  constant  ist;  ebenso  ist 
für  bc  du  =  0  zu  setzen,  weil  ja  u  constant  ist  (nämlich  einen  con- 
stanten  Wert  ux  -f-  du  hat,  der  aber  von  dem  Werte  ux  nur  unendlich 
wenig  verschieden  ist).     Es  ist  also: 

ab  =  ds.  =  l/c  du  /n  . 

(8  a) 

bc  =  ds2  =  J/ff  dv 

und  aus  dem  Dreiecke  abc}  in  welchem  ac  ==  rfs  ist  (wenn  u  und  v 
variabel  sind) 

ac2  =  ds2  =  dst2  -f-  *^«22  "4"  26?s,  ds2  cos  # 
und  dieser  Wert  muss  gleich  dem  früher  angegebenen 

2/ 

ds2  =  ed«2  -J-  2  f dudv  -f-  <7*^y'2  =  ß?«.2  -f-    ,/—    dsxds.2  -f-  ds  2> 
sein,  woraus  folgt: 


cos  9  =  -f=r  ;     sin  -fr  =  -^~f-  •  (9) 


Da  ferner  aus  dem  Dreiecke  «6c 

,  ,      sin  «o,  ,  ,      sin  w? 

äs,  =  ds  — -. — —-  :     ds,  =  ds  —t—J- 

1  ein  #     '  '  sin  fr 

folgt,  so  findet  man  noch 
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/  sin  a,  \-    ,    (  sin  co2  V    ,     «  /  sin  co,  \  (  sin  co,  \  ..  < 

(  o,    )    +  (     •  -s ;-j    +  *  (  '    )  (     ■       *   )  COS  #  =  1, 

V  sin  &   /      '     \  sin  &  '      '        \  sin  <&•   /   \  sin  -fr   ' 

also 

sin  co,2  -(-  sin  to22  -f-  2  sin  co,  sin  a2  cos  -fr  =  sin  <t>2.  (10) 

Haben  & ,  Sllf  £l.>  dieselbe  Bedeutung  für  die  Fläche  II ,  für  welche 
die  Werte  von  E,  F}  G  gelten,  so  hat  man  auch  für  diese  ganz 
analoge  Beziehungen  aufzustellen. 

Da  für  die  Darstellung  der  beiden  Flächen  dieselben  Variabein 
u,  v  gewählt  wurden,  so  wird  (für  einen  bestimmten  Wert  von  u==ut) 
einer  u  -  Linie  der  einen  Fläche  eine  u- Linie  der  anderen  Fläche 
und  ebeuso  (für  einen  bestimmten  Wert  v  =  y,)  einer  v -Linie 
der  einen  Fläche  eine  v-  Linie  der  anderen  Fläche  entsprechen. 
Aber  die  Schaaren  der  u-  und  v-Linien  werden  auf  der  einen  Fläche 
ganz  anderer  Natur  sein  können,  als  auf  der  anderen,  und  sich  auch 
in  correspondierenden  Punkten  (welche  denselben  Werten  von  u,  v 
entsprechen)  uicht  unter  denselben  Winkeln  schneiden,  da  die  e,f,g 
und  E,  F,  G  im  allgemeinen  nicht  dieselben  sein  werden.  Auch 
die  einander  entsprechenden  Linienelemente  siud  nicht  gleich,  und  es  ist 

A.2  =  (dSY  =-   Edu*  +  2F^udv  +  Gdv2 
\  ds  '  edu2  -f-  'lfdudv  -f  gdv2 

die  Linearvergrösserung,  und 

=_    dStdSt  sin  &   =  _    YEG  -  F2  , 

dsids2äin  &  f/^ZI^p  ^      ' 

die  Flächenvergrösserung.     Nun  kann  man  auch  schreiben: 

E  F  G 

—  edu2  -f-  2  — -  fdudv  -f         gdv2 

k2  —     e  9 


oder  wegen 


edu2  -f-  lfdudv  -\-  gdv2  } 

j   •>         j     9  7  •>    sin  co,2 

edu-  =  ds,2  =  ds'  —. — ~- 
1  sin  &2 

j   •>         j    •>  j  •>    sin  üj,2 

gdv-  =  ds2-  =  ds-     .     * 

1  sm  %l 

/•  j  .  j  f        -,       i  ■,  •>  «    sin  co,  sin  co, 

fdudv  =  ~=^  ds,  ds~  =  ds2  cos  -9-  A-  — -  - 

Ke#  2  sin^ 

E     .                    F                                        G 
—  sin  ojj2  -\-  2  -y-  sin  coi  sin  w2  cos  &  -\ sin  co22 

sin  coj2  -f-  2  sin  cot  sin  eo2  cos  #'  +  sin  co22 

oder  endlich  wegen  (10): 

1       VE                           V                                                 fy  ~\ 

k2  =  sin^a  [_-  sin  co,2-f  2  -^  sin  co,  sin  aj2  cos  #  -| sin  eo.,2J  •    (12) 

Das  Vergrössernngsverhältnis  k  wird  also  variieren:  1.  mit  dem 
Orte,  weil  e,  f,  g,  E,  E,  G,  fr  Funktionen  von  u,  v  sind;  2.  auch 
an  demselben  Orte  mit  der  Richtung,  indem  k  eine  Funktion  von 
co,  und  co2  ist.     Variiert  man  cal  und  co2,    so   wird  sich  k  verändern. 

In  der  Richtung  der  w-Linien  ist  es  (da  co,  =  0  ist)  k'  =V  —}    in 


k2 
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der  Richtung  der  #- Linien  (weil  o92  =  0  ist)  k"=  y — ;  und  es  wird 

ein  Maximum  und  ein  Minimum  geben  müssen.  Dabei  ist  aber  für 
einen  und  denselben  Punkt  a]  -f-  a2  =  #,  als  Winkel  zwischen  der 
u-   und  y-Linie  in  diesem  Punkte  constant,  daher 

dcos  -f-  da.2  =  0, 
oder 

d  ra2  -. 

d  toi 

Für  die  Masima  oder  Minima  muss  aber 

2kP- 

E  .  F    .  .  G 

2  —  sin co,  cos co.-{-  2  -r  (sinea»  costa, — cosco2  sin co.)  cos  &  —  2  —  sin co, cos co, 

=    g  /  g_ __0 

sin#2 
sein,  und  dieses  findet  statt,  wenn 

J—  sin  09,  cos  09,  -| — TT-  (sin  g>2  cos  09,  —  cos  G90  sin  09,)  cos  # 
e  j 

(-1 

sin  oj2  cos  ß>2  =  0 ,  (13) 

oder 

V  TP  C 

—  sin  2  oj,  -(-  2  -y  sin  (o92  —  09,)  cos  # sin  2o92  —  0   (13  a) 

ist;  und  aus  dieser  Gleichung  in  Verbindung  mit 

09,   -f-  09.,  =  %■ 

folgt 

tg209,= 

tg  2oj2  = 


-!+•-<-?)   -(f-f)+^(f-f) 


}  (14) 


und  ähnlich  für  tg  2  ß,  und  tg2ß2,  indem  in  den  letzten  Aus- 
drücken in  (14)  nur  die  kleinen  und  grossen  Buchstaben  miteinander 
vertauscht  werden. 

Da  sich  zu  tg  2x  —  A  zwei  Werte  von  x  ergeben,  die  um  90° 
von  einander  verschieden  sind,  so  folgt  daraus,  dass  es  zwei  auf- 
einander senkrecht  stehende  Richtungen  siebt,  in  denen  das  Ver- 
grösserungsverhältnis  ein  Maximum  beziehungsweise  ein  Minimum 
sein   wird.1)     Tissot   nennt  diese  beiden  Richtungen   Hauptrichtungen. 

TT  V  f 

(  Wenn   —  =  -p  =  —  ,  so  werden  diese  Richtungen  unbestimmt;  es  wird, 

wie  wir  später  sehen  werden,   in    der  That  für  diesen  Fall  das  Ver- 

1)  Tissot,  1.  c.  pag.  13  und  C.  R.  Bd.  49  pag.  673.     Fiorini  1.  c.  pag.  7. 
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grösserungsverhältnis  nach  allen  Richtungen  dasselbe  sein.  Wenn 
/— 0,  F  =  0,  so  fallen  die  Hauptrichtungen  mit  der  angenommenen 
Schaar  der  u-,  v- Linien  zusammen;  diese  sind  selbst  die  Haupt- 
richtungen.) 

Um   die    Werte    des   Maximums    und   Minimums   zu   finden,   hat 
man  aus  (12) 

—  sin  cjj  -j — TT  siu  «2  cos  &)  sin  ca,  -f- 

[—■  sin  w2  -f-  —  sin  w,  cos  <9j  sin  a>2  =  k2  sin  -fr2 
und  aus  (13): 

—  sin  o>,  -j-  —p  sin  co2  cos  &)  cos  ax  — 

f —  sin  a>2  -j-        sin  co,  cos  &)  cos  w2  =  0 

Multipliciert  man  die  erste  mit  cos  ca2  die  zweite  mit  sin  ft>9  und 
addiert,   und  berücksichtigt,  dass 

sin  cjj  cos  to2  -j-  cos  g>,  sin  ra2  =  sin  -fr, 
so  wird 

'-  sin  to,  -j — j  sin  a2  cos  &  =  k2  sin  -fr  cos  a>2  =  /rJ(sinG>1  -j-cos#sincö2). 

Multipliciert  man  die  erste  mit  cos  ra, ,   die  zweite  mit  —  sin  col 

und  addiert,  so  wird: 

( '  w 

sin  ß)2  -f-  y  sin  g>,  cos  &  —  k2  sin  #,  cos  cö1==#2  (sin  tö2-|- cos  <ö' sin  co,). 

Hieraus  folgt: 

( k2J  sin  ai  =  —  \-j  —  k2j  sin  ca2  cos  -fr 

( £2j  sin  a2  =  —  (  — r  —  k2j  sin  a>x  cos  %■ 

und  durch  Multiplikation  dieser  beiden  Gleichungen 

(f-**)(f-*')=(7-*2)W> 

welche  Gleichung  die  Werte  von  k2  bestimmt,  welche  die  Maximal- 
und  Minimalvergrösserung  sind.     Da  aber 

cos  #2  =  ii  , 
eg  ' 

so  folgt: 

{ek2  -  E)  {gk2  -  G)  -  (M2  -  *f,  (15) 

oder  entwickelt: 

kx  {eg  —  f2)  —  k2  {Eg  +  eG  —  2 Ff)  -f-  {EG  -  F2)  =  0. 

Bezeichnet  man   also   die  beiden  Hauptwerte  selbst  mit  ku   k2, 
so  ist 

{k2  +  A22)  {eg  -  f2)  =  Eg-j-eG~2Ffl 
k2k22{eg  —  f2)  =  EG-  F2  »' 
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Dividiert  man  diese  Gleichungen  durch  egr,  zieht  aus  der  zweiten 
die  Wurzel  und  führt  die  Grössen  sin  #,  cos  &  ein,  so  wird 


(A,*  +  V)  sin#2  =  f +  | 


2  7/^ .      Ff 
"  '      e<7      YEQ  eg 


=  —  _|_  G 


2  7/       -  cos  -fr  cos  0 
f      eg 


k.  k0  sin  ^ 


;g 


sin  6>. 


,   n.2  .u    „    =  jf/  — 

Multipliciert  man   die   zweite  mit  +  2  sin  #  und  addiert  sie  zur 
ersten,  so  ergiebt  sich ') 

y6?cos  (#  +  0) 


(Ar.  +  A",)2  sin  #2  =  -  4-- 
1  *'  e     '     g 


I 


c<J 


(ki  —  kiY  sin  #2  = 


2  ^/^f  cos  0 


" 


Aus  der  zweiten  der  Gleichungen  (16)  folgt  übrigens  noch 


(17) 


K  —  a,  a,  —  y    pn  _  n 


eg  -  P 
also  wieder  die  Gleichung  (1 1). 

Lässt  man  jetzt  in  den  beiden  Flächen  die  u-,  y-Linien,  mit  den 
sich  rechtwinklig  schneidenden  Linien  der  grössten  und  kleinsten 
Änderung  zusammenfallen,  so  wird  %•  =  &  =  90°,  f  =  F  =  0,  daher.2) 


0 

ä-2  ==  —  sin  cj,2   -j sin  cn.z2  =  /.,2  sin  w,2  -f-  Ar22  sin  co22 

1 


(17  a) 


Da  v-   das    Vergrösserungsverhältnis    bei    der    Übertragung    der 


zweiten  Flüche  auf  die  erste  ist,  so  wird  ganz  analog 
JL  =  L  8in  ^2  _j_  1    sin  ß22. 


(17  b) 


Nun  ist  aber 


folglich 


woraus 


h  _|_  o2  =  90°;   ß,  +  ß2  =  90°, 


/.'-'  (sin  w,2  -|-  cos  gj,2)  =  Ar,2  sin  w,2  -j-  k-i2  cos  o?,2, 


und  ganz  ähnlich 


,  ,  /  IC  A-2 


ts  ß, 


/ 


-jfcs 


A'2 


(18) 


1)  Tt'ssoi  1.  c.  pag.  22.     Fiorini  1.  c.  pag.  9. 

2)  Für  /"=  2*'=  0  sind  diese  Werte  /cM  Ä2,  bez.  das  Maximum  und  Minimum. 
Sind  f  und  jP  nicht  Null,  so  werden  diese,  vorhin  mit  k',  k"  bezeichneten  "Werte 
die  Vergrösserungen  in  den  Richtungen  der  u-,  v- Linien,  aber  nicht  die  Maxima 
und  Minima. 
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folgt.     Hieraus  erhält  man  schliesslich 

tgßj_  __fci_  j  nm 

tg  COj  fc2 

welche  Gleichung  die  Richtimgsänderung  in  einem  gegebenen  Punkte 
und  in  einer  gegebenen  Richtung  bestimmt.  Um  für  die  Differenz 
der  Richtungen  selbst  direkt  einen  Wert  zu  erhalten,  hat  man: 

_  tg  COi  —    tg  ß,  tg  COt  ^1  —  A-J        ^  (fc2  —  fr)  tg^ 

tg  (ö,     -   WJ  —    j  ^  tg  ß     —  |gj  "    *,  +  Ä,  tg  CD,« 

1   T"  TT  T'6  rol 

Der  Maximalwert  dieser  Änderung  findet  sich  aus 


d  (co,  -  «0  =  0 


oder 

Da  aber  aus  (19) 


2  a»i 

g  ßi 

3  (Oi 


=  1. 


l        g  ßt fr  _     l 

COS  Slj2     d  Co,  fr      cos  co{' 

folgt,  so  ist  für  diesen  Maximalwert  «,' 


1 


fr  1  +  tg  «»',«  _    frfr  (1  +  tg  m\*) 

/Co 


*«  ^  -  /|  •  (20) 

Für  den  hieraus  folgenden  Wert  von  ax  =  co\  erhält  man  die 
Maximaländerung  von  al  —  £lt  aus 

°  V    i  lJ         2  Vlh  fr 

oder  ,   _ , 

Die  Maximaländerung  des  Winkels  findet  statt,  wenn  die  beiden 
Schenkel  desselben  die  Richtungen  -|-  co\  und  —  to\  haben;  dann  wird 
die  Winkeländerung  gleich  der  doppelten  der  eben  erhaltenen  Maxi- 
maländerung der  Richtung.  Nennt  man  also  die  in  einem  gegebenen 
Punkte  bei  einer  gegebenen  Abbildungsart  stattfindende  Maximal- 
änderung des  Winkels  d,  so  ist  der  erhaltene  Maximalwert  coi  —  Sli  —  — 
und  es  folgt  somit1) 

tu  A-'o  K4       \ 


2  2  Vl~h~ 

o  A*2  —  tC\ 

£  K^  -p-  A'| 


(20  a) 


Die  Vergleichung  dieser  Resultate  mit  den  früher  durch  spezielle 
Untersuchungen  gefundenen,   wird  die  völlige  Übereinstimmung  der- 


1)  Tissot  1.  c.  pag.  16.     Fiorini  1.  c.  pag.  19.    Siehe  auch  Germain,  traite  des 
projections  des  cartes  geographiques  pag.  221. 
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selben  erkennen  lassen,  zeigt  aber  auch  die  Umstände  unter  denen 
diese  Formeln  Anwendung  finden  können,  und  wie  die  §  32  gegebene 
Ableitung  für  den  allgemeinen  Fall  weiter  zu  führen  ist,  um  auch 
die  Maximaländerungen  d  zu  erhalten. 

Hat  man  in  zwei  auf  einander  senkrecht  stehenden  Richtungen 
die  Vergrösserungen  k',  k" ';  so  wird  offenbar,  wenn  der  Winkel  der 
einen  Richtung  mit  der  einen  Hauptrichtung  cd,  ist,  derjenige  der 
anderen  90  -j-  w,  sein;  also  wird: 

k'2  =  A,2  sin  axl  -\-  k22  cos  gj,2 

k"2  =  A,2  cos  K>,2  -f-  A22  sin  co,2 
daher 

k'*  +  A"2  =  Ar,2  +  V-  (21a) 

Da  ferner 

tg  ß,'  =  £  tg  w, ;     tg  ßj"  =  —  ,7  cot  co, , 
so  wird 

tg  ßt'  tg  ß,"  -  -  (|)^  (21b) 

Aus  (17  b)  folgt: 

h  -  s?  sin  ßi'2  +  i? cos  ß«'2  =  i?  cos^'"  ^  +  t? tg  ß>'2) 

i  in 

=  r-j  COS  ß,  2  (1   —  tg  ß,     Cut  ß,  ') 

pi  =  h sin  li'"'! + h CÜS  -Qi"2 = p  sinß|"2  C1  +  $ cot  ß|"2) 

=  v-=  sin  iß,"2  (1  —  tg  ß,'  cotß,"), 

oder 

1  sin  (ß,"  —  Si{)    cos  &i' 


fc's  Ag8  sin  52," 

1      _  sin  (Sli"  —  &i)z    siu  ßi" 
/:'"-  ~  fc,a  cos  &,' 

folglich ,     wenn    mau    die    letzten    beiden    Gleichungen    miteinander 

multipliziert 

1         _  sin  ( 'Sit"  ~  -SO2 
k'*k"'  =  "       ft^Äg2 

/,'/"  sin  (ß,"  —  ßj')  ==  A,A2. 
Nun  ist  ß",  —  ß',  der  Winkel,   als  welcher  der  rechte  Winkel 
der  Fläche  1  in  der  Fläche  II  abgebildet  wird;  nennt  man  die  Änderung 
dieses  rechten  Winkels 

90—  (ß,"  —  ß,')  =  cr, 
so  wird  ,  7 

cosd'=p£2,  (21c) 

k  k  v        ' 

eine  bereits  früher  wiederholt  verwendete  Gleichung.  Mit  Rücksicht  auf 
A,'2  =  A,2  sin  a2  +  A22  cos  co2 
h\"2  =  k2  cos  co2  -f-  A,2  sin  co2 


S'        7/l  —  cos  5'        fc2  —  kt  /99. 
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wird : 

7,-  27,-  2 

i/O  "'1    '•'2 

COS  O      —  — 

(&t2  sin  öj-  -j-  &2'2  cos  eoaJ  (Ä-,*  cos  co*  -f-  ij,"  sin  co2J 

-i&i2/^2 
=  (fc,8  —  7<:22)2  sin  2  00^+4^'- /V 

Das  Maximum  von  d'  tritt  ein,  wenn  cos  d'  ein  Minimum  wird, 
d.  h.  für  sin  2  a  =  1,  o?  =  45°;  dann  wird: 

dl  "1  Kl  lia 

=    Tg      17    8 

Tix"  4-  /e22 

-f-  cos  d'  /C2  -+-  Ä 

Durch  (22)  ist  die  Maximaländerung-  d'  bestimmt,  welche  ein 
rechter  Winkel  erfahren  kann;  dieselbe  tritt  ein,  wenn  die  beiden 
Schenkel  unter  je  einem  Winkel  von  45°  gegen  die  beiden  Haupt- 
richtungen geneigt  sind.  (20a)  giebt  die  Maximaländerung,  welche 
ein  Winkel  überhaupt  erreichen  kann,  für  welche  das  Azimut  gj,  der 
Richtung  gegen  die  Hauptrichtung  k2  durch  (20)  bestimmt  ist. 

Wenn  /-,  =  k2,  so  wird  auch  k  =  /.",  =  k2}  d.  h.  die  Vergröße- 
rung ist  nach  allen  Richtungen  dieselbe,  wenn  sie  in  den  beiden 
Hauptrichtungen  gleich  ist;  dann  wird  auch  Ö  =  0,  d'  —  0  und  all- 
gemein öj  —  Sl{  =  0,  d.  h.  es  sind  dann  auch  die  Winkel  im  Bilde 
gleich  denen  im  Originale. 

Der  Wert  von  A'2  wird  nun  bald  grösser,  bald  kleiner  als  1  sein, 
je  nachdem  im  Bilde  eine  Dilatation  oder  eine  Contraction  stattfindet; 
daher  wird  k2  —  1  nach  gewissen  Richtungen  positiv ,  nach  anderen 
negativ  ausfallen,  und  wenn  man  dessen  Wert  nach  n  Richtungen 
bestimmt,  und  die  Summe  durch  n  dividiert,  also  den   Ausdruck 

bildet,  so  wird  dieser  gewissermassen  die  Gesammländerung  des  Bildes  in 
dem  betrachteten  Punkte  veranschaulichen,  u.  zw.  um  so  genauer,  je 

grösser  man  n  wählt.  Seien  nun  <jp,  <p -f- —  2  je,  99  -f-  —  2it,  tp  -\ —        2jt 

die  gewählten  Richtungen,  so  wird  nach  einer  derselben 

V  -  1  =  V  sin  (qp  +  £  •  27tj  +  V  cos  (cp  +  |  2*)'  -  1. 

Summiert  man  und  berücksichtigt,  dass1) 

n  —  1 

^cos(qp  +J.2^)2=| 


2  sin  {cp  +^2^)2  =  |, 


1)  S.  z.  B.  Herr,  Lehrbuch  der  höheren  Mathematik  1  pag.  80. 
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so  wird 


v-(V-i)-?V  +  tV 


oder 


1 2  (V  "  !)  -  i  R**a  -  j)  +  W  - 1)]- 


Die  in  diesem  Sinne  genommene  Gesammtänderung  drückt  sich 
also  direkt  durch  die  in  den  beiden  Hauptrichtungen  genommenen 
Vergrößerungen  aus.  Von  diesen  wird  aber  z.  B.  kt2  —  1  positiv, 
ä22  —  1  negativ  sein  können,  und  in  der  Summe  hebt  sich  dieses  dann 
zum  Theil  auf,  obzwar  die  kx  und  k2  wesentlich  von  einander  ver- 
schieden sind.  Es  wird  daher  dieser  Ausdruck  kein  richtiges  Mass  für 
die  Gesammtänderung  in  dem  betrachteten  Punkte  geben.  Fasst  man 
aber  als  Linearänderung  in  der  einen  Hauptrichtung  (ki  —  1),  in  der 
anderen  (k2  —  1)  auf7  und  betrachtet  als  Gesammtänderung  der  Karte 
in  diesem  Punkte  die  Summe  der  stets  positiven  Quadrate  dieser  beiden 
Grössen ,  so  wird  man 

(*t  -  l)2  +  (*,  -  l)2 

als  die  Gesammtänderung  der  Karte  in  diesem  Punkte  in  der  Aus- 
dehnung des  Flächenelementes  dsi  ds2  sin  &  =  ]/'  ey  —  /'-'  du  dv  an- 
zusehen haben,  also  die  Gesammtänderung  der  Karte  durch  das  über 
die  ganze  dargestellte  Fläche  ausgedehnte  Doppelintegral 

U  =   ff  [(ki  -  l)a  +  {/c2  -  l)2]  Veg—P  du  dv 
ausdrücken. x) 

44.  Als  Anwendung  dieser  allgemeinen  Theorie  betrachten  wir 
zunächst  die  perspektivischen  Projektionen.  Stellt  man  sich  nach 
Fig.  1  die  Gleichung  der  Kugel 

x1  -f  iß  +  z1  =  r2 
durch  u,  v  dar,  so  wird 
x  =  r  cos  u  sin  v  a  =  —  r  sin  u  sin  v 

y  =  r  sin  m  sin  v  b  —  -\-  v  cos  u  sin  v 

z  =  r  cos  v  c  =  0 

e  —  r2  sin  vl 


a  —  -j-  i 

'  COS  U  COS  V 

1/  _  + 

•  sin  u  cos  v 

c'  —  —  1 

•  sin  v 

y  =  r2  ]/ey  —  fl  =  rl 


sin  v. 


1)  Fiorini,  1.  c.  pag.  24  führt  ausser  dieser  Formel  noch   als  einen  anderen 
Ausdruck  der  Gesanirn  Hinderung 

v=  rn(kiht-if+(^- 1)2  nf—f*ävdu 
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Für  die  Projektion  ist: 

T.         Br  sin  v  sin  n  .  .     D  r  sin  «  cos  u  ,  n     a  cos  v  +  r     • 

^Y  =  —  ^  =  +  —       ^    —  /Vr  - — : -:  sin  u 

a  -\-  r  cos  v  '       a  -4-  r  cos  u  (a-j-rcosv)^ 

B  r  sin  »  cos  n         „  DrsinwsinM  r),  n     a  cos  «  -f-  r 

J    s= B  = B    =  ür  ;     :      — — o  COtj  M 

a -\- r  cos  v  «  +  r  cos  v  («-J-rcosv)- 

Z  =  0  C  =  0  C  =  0 

„    ,  sin  v5 

(a  -4-  *"  cos  vi 
F  =  0 

(a  +  r  cos  v)1 

j/EG-P=  Z>V  sm/iaC0S^  • 
'  (a  +  r  cos  w)3 

Da  f  =  F  =  0,  so  folgt  daraus,  dass  die  beiden  Linienschaaren 

auf   der  Kugel  und  in  der  Ebene  aufeinander  senkrecht  stehen,    weil 

Q-  =  ®  =  90"  ist.     Es  ist  aber  auch  tg  2<üj  =  tg  2£li  =  0,  die  beiden 

Linienschaaren  geben  also  selbst  die  Hauptrichtungen  in  jedem  Punkte 

an ,  und  die  in  diesen  gemessenen  Vergrösserungsverhältnisse  sind 

_  ,  /E_ B 

1  V     e     ~  a  -\-  r  cos  v 

,  -.  /  G  _  _  j,    a  cos  v  -f-  r 

2  V    g  ~~      (a  -f-  f  cos«)2 
und  die  Flächenvergrösserung 

is  —  i/EG  —  F*  _  J>2  (acoBg-fr)  _ 
-  A^     e<7 —  /-  (a  +  r  cos  v)i 

Die  Maximaländerung  der  Winkel  ist  gegeben  durch 

8        r  —  a  ,     v2 
sin  —  =  — : —  tg  — 

übereinstimmend  mit  den  früher  erhaltenen  Werten.  Die  im  Azimute  co 
gemessene  Vergrösserung  ist 

kw-  =  Aj2  sin  co-  -j-  #22  cos  c>2? 
wobei  co   der  Winkel  ist,   welchen   die  Richtung  kw  mit  der  «-Linie, 
also  mit  dem  Radiusvektor  des  Punktes  einschliesst.    Für  den  Mittel- 
punkt   der    Karte    ist  v  =  0,   daher  kx=  k2  =  .,   folglich   auch 
kw  =            }   d'  =  0,    demnach    werden    im   Mittelpunkte   der  Karte 

die  Winkel  unverändert  übertragen,  und  da  auch  die  Vergrösserungen 
hier  nach  allen  Richtungen  dieselben  sind,  so  findet  im  Mittelpunkte 
der  Karte  keine  Verzerrung  statt. 

Die  Gesammtabweichung  der  Karte   vom  Original  wird  gegeben 
durch 

U  =  ffl(ki  ~  l)2  +  (*t  -  l)2]  j/eff~P  du  dv  - 

Vi      11, 

B  1  \2        (B  (a  cos  v  +  r)  .VI     ,    •  ,      , 

1)    +  l-Ti ~Vi 1 )  \r~  sin  v  du  dv. 

\.a  -+-  r  cos  v  /      '    v  («  -f-  r  cos  v)a  /  J 


SM 
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Führt   man   hier    die   Integration   nach   u   aus,    und    setzt   dann 
x  =  cos  v,  so  wird: 

Da  nun  .     ,        ,.        „   .     9 

öa;  +  r  =  — - — ! —  — —  > 

so  wird,  wenn  man  noch  Kürze  halber  a  -\-  rx  =  y  setzt: 

tf=-(Ml-«0)J[fJ-2f+l 

,    X>?  (a2  —  r2)2  _  9  a  J2  (a2  -  r2)    ,    a2J)2 
^•2^*4  t^  y^  t^  y^ 

.    2i)  (a2  —  r2)        0  ai>     ,     .1       , 

H — 5 —  2  +  1  \rdy 

~  ry*  ry    ~     J        y 

und  integriert: 

[Z>2 
#  =  r  (m,  -  «,,)   (y  +  2/>  log„  ?/  —  y 

•     1>2  la2  -  r2)2  _  aJ2  (a2  —  r")     ,    a2Z)a 

.    0  Z)  (a2  —  r-)    .    t)aD  ,  1 

+  2  —  -7^—-  +  2    r    log« y  -  y  j- 

yo 

Nimmt  man  nun  ein  kreisförmiges  Stück  der  Karte  von  y0  =  0 

bis  v.  =  v,  so  wird  „  n 

1  7  ?/0  =  0;    w,  =  2  Tt; 

daher  „         „         c>_. 

II  x   M0  =  ^i  TT  5 

ferner:  ^  =  j .  a;,  =  cos  v; 

vo  = a  +  n      V\  = a  + r  cos  ?;- 

Setzt  man  demuach,    indem  mau  die  Glieder  mit  />'-',  Dx  und  Du 

zusammenfasst   und  -  =  x  setzt: 
r 

i  _  9     r(a2  ~ r2)2  —  (a2_~i!l!  — a  («2  — r*)  1  °l(«2  —  *:2)  1  «2  +  ^ 

_  a2  +  /-n 
r*y0    J 

2  f    («'  —  1)2  a;  (a:2  -  1)  ,     x*  +  1  (a;  -  l)2     ,    rcftc— 1) 
~~          l_3  (a;-f-cos  v)3        (#  +  COs  w)2        sc -{-cos  v        3  (x  -\-  i)    '      x  -\-  1 

_  ?!  ±S\ 

x-\-  lj 


=  9      T     (x2  —  l)2  a;  (»2  —  1)_    ,     a:2  +  1      _  a;2  +  a;  +  41 

L3(a?  +  cos«)3        ( x  -f-  cos  »)a  ""■""  aj-f-cos«  3  (a:  +  1)  J 

r.        o         T«2  —  »*2         ft2  —  ?'2     1    «  1  2/i     1    i  2/il 

Z?  =  2r  jr \-  -  log«  ^  +  log«  ■*! 

0        rf-l  ,  1  \    i     /       1     1  \  1         a;  +  cos  v"l 

-  2jt4a;+c0s,  -  ('r  "  l)  +  (*  +  ^  l0°V"     ^+T~J 
C=  —  4r^  {yl  —  y0)  =  +  4jrr'-'  (1  —  cos  y)  =  8^r2  sin  ^  v2, 


§  44 
so  wird 


U  =  AD2  +  2  BD  +  C. 
1.  Für  die  stereographische  Projektion  ist  x  =  1  und  daher 

A  =  2%{-^ l)  =2^Csec^  --  l)  =  2^tg|2 

VI  -+-  COS  V  t  \  '2  /  °  2 

r>  a  l  1  +  cos  V  a  l  ^2 

i?  =  4 TT  r  log„  — L— =-  4  ?r  r  log«  cos  — 

C  =  8jrr2sin^2, 


(23) 


daher 

U  =  2 jr  (/>2  tg  £v2  4-  4rZ>  logn  cos  £i>2  4-  4r2  sin  \v2)  , 

also  wenn  D  =  r  gesetzt  wird  für  die  Darstellung  der  Halbkugel 
U=2%r2  (3  — 4  logra  2). 

2.  Für  die  centrale  Projektion  ist  x  =  0,  daher 

A  =  2%  f- — —.  4-  -l fl 

|_3  cos  v3    '     cos  v  ÖJ 

B  =  2nr\\  — \-  log«  cos  jm  > 

|_  COS  V     '  °  J 

also  wenn  D  =  r  gesetzt  wird: 

U  =  2nr2  [— -  -—  4-  — 4  +  2 —  +21ogrecos  y+4sin  i  vA 

|_3  COS  V3      '      COS  V  d       '  COS  V     '  °  J 

=  2%r2\ ^ 4-|4-2  log„  cos  »)4-4  sin  4  y2l 

L  3  cos  r3        cos  y     '     3     '  °"  '  2      J 

3.  Für  die  orthographische  ist  a  —  D  =  oo , 

£7  =    /  /  (1  —  cos  v)2  r2  sin  v  tf  y  du  = 

=  2nr-  J  4  sin  —  •  4  sin  -^  cos  —  rf  -  =  32  jr  r2   /  sin  -  a  sin  - 

=  4/-  Y'  Ä  r2  sin  ^~ 

Für    die    Darstellung    der   Halbkugel    nehmen    die    in   (23)  auf- 
tretenden Coefficienten  A,  B}  C  die  Werte  an 

(rr2  —  l)2        x2  —  1     .    x-  +  1        a;2  +  as  +  4 


0      rta'-i)» 

Z3rL    3^ 


4--"  ^* 

,t         '         a?  3  (a:  4 

g       4^+^4-1 
3*3(x-{-l) 


Ml 
l)  J 


5  =  2jr  r  [~P  -  (*  ~  ])  +  (*  +  J)  lo§»  aTT  t] 

-2«r[(l  --I)-(o:4-l)logw(l+i)] 


(23  i 


C  =  4jrr2. 

James  wählt  nun  für  eine  externe  Projektion,  für  welehe  x  =  1"5 
ist,  D  derart,  dass  der  Gesammtfehler  ein  Minimum  wird;  dann  niuss 

dB      u> 

Herz,  Landkartenprojektionen.  14 
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also 

AB  +  B  =  0, 
oder 

•  *— 5- 

sein.    Mit  den  für  x  =  1*5  aus   (23  a)  folgenden  Werten  von  A   und 

B  wird 

B  =  2077234  r. 

Die  Projektionsebene  hat  daher  vom  Kugelmittelpunkt  den  Ab- 
stand D  —  a  =  0  577234  r,  welchem  Werte  der  Parallelkreis,  dessen 
Breite  35°  17'  26"  ist,  entspricht. ') 

A.  R.  Clarke  stellt  die  Aufgabe  in  der  Weise  (Philosophical 
Magazine  1862  pag.  306)  gleichzeitig  B  und  x  so  zu  bestimmen,  dass 
U  ein  absolutes  Minimum  wird. 

Hierzu  muss 

^  =  0-     ^  =  0 
dB        U'      dx 


sein. 

Die  erste  Gleichung 

giebt 

also 

AB  +  B 
B  =  - 

B 

A 

und 

hiermit  wird  der 

Wer 

t  von  U 

Es  ist  ferner 

U0=C- 

A  ' 

dv=ZAD,  +  2dBD 

dx     .    dx  '        dx       ' 

weil  C  von  x  unabhängig  ist.     Setzt  man  hier  den  Wert  von  B  ein, 

so  wird: 

Q  ^  .B2  dA       2B  dB 

A2  dx  A    dx 

Die   letzte  Gleichung   giebt  den  Wert  von  x  und  hiermit  erhält 

T> 

man  aus  B  —  —  -j-  den  Wert  von  B.    Statt  dessen  sucht  Clarke  den 


1)   Es    muss  jedoch  auch  hier  darauf  hingewiesen  werden,    dass   die   Ent- 
fernung D  ohne  jeden  Einfluss  auf  das  Kartenbild  ist.    Für  x  =  1*5,  D  =  a-\-r 

kann   man   die  Werte   von    q,  ku  Jc2,  K,       aus  Tafel  4  direkt  entnehmen.     Für 

ein  anderes  I)  sind  die  Werte  von  o,  k,,  £,.  in  dem  Verhältnisse  — ; —  für  K  im 

r  -\-a 

/  d  y  . 

Verhältnisse! — : — )    zu  vergrössern.     Die  Gesammtäuderung   in   dem  hier  an- 
\r  -+-  a/ 

geführten  Sinne   wird   allerdings  nicht   mehr  ein  absolutes  Minimum,  da  ja  die 

sämmtlichen  linearen  Dimensionen  im  Verhältnis  zu  denjenigen  der  dargestellten 

Kugel  geändert  werden ,   was  aber  von  keinem   Belange   ist ,  da  man  zu  dem 

Massstabe  der  Karte  immer  einen  Wert  des  Kugelhalbmessers  (für  ungeändertes  x) 

finden  kann,  so  dass  für  diese  neue  Kugel  U  ein  Minimum  ist  (s.  auch  hierüber 

d;is  hei  der  ßüirdoch'scheu  Projektion  Gesagte  §  23). 
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Wert  von  U()  für  verschiedene  Werte  von  x   und  aus  denselben  das 
Minimum.     Er  fand  auf  diese  Weise 

D  =  1-66261  r;         a  =  1-36763  r. 

Da  übrigens 

J_dA  8a:3  +  7a:g  +  6a;  +  3 

2n  ~dx  ~  ~       3  (a;3  +  a;2)8 

so  erhält  man  aus  der  Gleichung 

B*  dA        2B  dB 


welche  sich  auch 


0  ~~ "  A2  dx         A    dx 

B  |^  _  2^|^  =  0 

dx  dx 


schreiben  lässt1),  die  zur  Bestimmung  von  x  dienende  Gleichung: 

(16  x^ll  x*  +  13  x'2  +  3x-  1)  -  x  {x  +  1)  (16^  +  9a:2  +  8^  +  3) 

xlog.(l  +  £)  =  0; 

als  Lösung  findet  Fiorini  (1.  c.  pag.  217) 

x  =  1-470, 
womit 

D  =  2-03766  r 

wird,   was   allerdings   mit  dem   von   Clarke  gefundenen  Werte   nicht 
übereinstimmt. 

45.  Für  Kegelprojektionen  ist,  wenn  die  geographische  Breite  <p 
als  Variable  v  gewählt  wird: 


p  _  r?  cos  ^ 


X 

=  r  cos  u  cos  v 

e  =3  r-  cos  v2 

y  =  r  sin  u  cos  v 
z  =  r  sin  v 
r  die  Darstellung  i 

/  =  o 

Fü 

u  der  Ebene  ist 

r 

X  =  q  cos  m  u 

V  =  q  sin  w  w 

wobei 

Z  =0 

und  da 

e  ■■ 

q  =  a 

=  ß  —  v ,  so  ist 

Q  TD2 

1)  Der  Ausdruck  ist  eiu  vollständiges  Differential  nämlich  -—  log«  —  ;   von 

dx      °     A 

dieser  Form  kann   man  natürlich  keinen  Gebrauch  machen,   da  die  Gleichung 

keine  identische,  sondern  eine  Bestimmungsgleichung  ist. 

14* 
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Man  findet  daher 
A  =  —  m q  sin  mu         A'  =  —  f  (e)  cos  mm  E  =  m2  q' 

B  =  -f-  w  P  cos  w w        B'  =  —  f  (e)  sin  w  w  F  =  0 

(7  =  0  £'  =  0  ö=/"(e)2; 

j/EG'—  F*  =  m  q  f  (e). 
Da  F  =  0 ,    so    sind   hier    die    Schaaren   der  i/-  und  ?;-Linien  auf 
einander   senkrecht,   wie   dies  a  priori   bekannt   ist.     Man  hat  daher 

mg  v        mgf'(e) 


K 


r-  cos  » 
k2  =  kt2  sin  tö2  -j-  k22  cos  co2, 


r  cos  v 

f'(e) 
r 

wobei  co  der  vom  Meridian  aus  gezählte  Winkel,  also  das  Azimut  der 
Richtung  ist.     Für  das  Maximum  der  Winkeländerung  folgt: 

d         f  (e)  cos  v  —  mg 

2  f'(e)  cos  v  -f-  mg 

Es  ist  aber  hier  auch  sehr  einfach  die  für  das  Ellipsoid  geltenden 
Gleichungen  zu  erhalten.     Man  hat  nämlich  für  dieses  (s.  pag.  197): 


x  = 


A  cos  u  cos  v 


Vi- 

s 2  sin  v2 

A  sin  u  cos  v 

r^~ 

s2  sin  v2 

A{\ 

-  s2)  sin  v 

a  — 


A  sin  u  cos  v 


+ 


Vi  —  s2  sin  v2 
A  cos  u  cos  v 
Vi  —  s2  sin  v2 


b' 


Vi  —  £■=  sin  v* 

e  = 


A2  cos  v2 


+ 


A 

cos  w  sin  v  (1  — 

6«) 

A 

(1  -  s2  sin  v2)  * 

sin  u  sin  v  (1  — 

s2) 

A 

(1- 

'1- 

3 

-  s2  sin  v2)  * 
s2)  cos  V 

(1  —  £s  sin  v2) 


1 


1  —  s2  sm  «2 

A2  (1  —  s2)2 


.'/ 


;i  —  f-  sin  v2)* 


,/ tt;  _  A*  (l 


s2)  cos  t> 


s2  sin  v2)2 


Behält  man  auch  hier  für  die  Kegelprojektionen  die  Form 
&  =  mu 
Q  =  a-A-  f{e) 


bei ,  so  wird 


Ar,  = 


mg 


1        A  cos  v 


•r 


s4  sm  y 


/r2_7l( 


/"(«) 


s2) 
mgf'{e) 


( 1  —  e2  sin  ?>2)  5 ; 
(1  -  £2  sin  v2)2 


K 

J.2(l  —  £2)C0SV 

8  f  (e)  (1  —  s2  sin  v2)  cos  v  —  mg  (1  —  s2) 

2         /'  (e)  (1  —  s2  sin  u2)  cos  v  +  mg  {l  —  s2) 


(24) 


Die  Gesammtänderung   der  Karte  wird  gegeben  durch  den  Ausdruck 

£2)  COS  V      ,         , 

du  dv , 


V  -//K*i  -  1)2  +  (*2  -  !)2]  7T= 


f2  sin  v2)2 


das  Integral  ausgedehnt  über  die  ganze  dargestellte  Fläche. 
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Für  Cylinderprojektionen  ist: 
X  =  ru         A  —  r     A'  =  0  E  —  r2 

Y  =  rf{v)     B=0    B'  =  r/"(v)   F  =  0 
Z  =  0  C  =  0    <?'  =  0  6'  =  r2/"0)2     ]/j$G  —  F*=r*C{v) 

1         cos  t)  '      2        '    v  /  ?  cos  v 

siü  l-n!)coSsr+i    ^  -  // k*>  -  iy-  +{*2-mr2co*vdudv 

und  um  die  Formeln  mit  den  früher  gefundenen  zu  identifizieren, 
hat  man  nur  v  —  tp  zu  setzen.  Auf  spezielle  Fälle  gehen  wir  hier 
nicht  ein,  da  dieselben  bereits  früher  behandelt  wurden,  doch  wollen 
wir  auch  hier  die  Aufgabe  lösen,  q  so  als  Funktion  von  cp  zu  be- 
stimmen, dass  U  ein  Minimum  wird. 

Man  kaun  für  die  Werte  von  k{,  k2  in  (24)  einfach  schreiben 

k  =  ^  •        k   =  f-Q  = -    d± 

1     "   r,  '  2      :    r%  r2     dcp 


j/eg  —  f-  =  r{r2, 

wenn    r,,  r2   Radius    des  Parallelkreises    und   Krümmungsradius    des 
Meridians  bedeuten,  also 

A  cos  cp 
r.  =  - 


Vi  —  s*  sin  qp2 

(1  —  s*  sin  <p2)  * 
und  dann  ist 


Vi 
Setzt  man 


so  wird 

C/=2tc  I  Vdtp. 

Vi 

Aus   der  Bedingung,   dass  dieses  Integral  ein  Minimum  werden 
soll,  erhält  man 

d-I  -  JL(J  v  \    -o  ,  ^ 

3(>         dtpl    .  dg      I  _    U> 


als  Hauptgleichung,  und 


dcp 


SV   \         n.  (  dV 


|3      7 

(t  qp  >  \      dcp 

Vi  ^<P« 


*,)=°-'     !rs7l-=">  o» 
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als  Grenzgleichungen.     Aus  der  Gleichung  (a)   erhält  man  die  Form 

der    Funktion   q,    aus   der  zweiten,  (b)  .  die   Bestimmung  der  durch 

die   Integration  der   Differentialgleichungen   eintretenden   Con  stauten. 

Nun  ist 

dV         0  (mg          ,\  dV          „  /  1     dg    ,    -\ 

-5 —  =  2  ( — l)m?\,  .      =  2  ( —  ~-  4-  J )  r. , 

dp              \   rt             /        2?  „  c^p_             \r2    dtp    '      /    > ' 

dqp 
daher  die  Hauptgleichung: 


Da  aber 


drt 

dcp 


A  sin  qp  (1  —  s2) 
(1  —  «2  sin  (p2)* 
3  r2s2  sin  qp  cos  qp 


—  r2  sin  qp 


cZr2  _      ■ 

dtp  ~      '         1  —  s2  sin  qp 


ist,  so  erhält  man 


<£-l)-r,  +  (££  +  l)'.*'»-    £&+ 


rj     dp   dr2 
r22    dtp  dcp 


=  0 


»rp  r2 


.  .     cZp   /  1     dr,\  .    r,  d-p  r,   drt  dg         n 

1  -    '    dgj  Vr2    aqp/  -  ^    '    r2  teqpJ        ty  dtp  dcp 

?n2  —  q  -\-  (m  —  sin  <p)  r.,  =  0 


oder 


drt        >  dr^ 
>\  d'-Q      .     dg      2  dcp  l  dcp 

r2  d  qp-    'dcp 


d*g 


!  /  (ü)  .  *£  _  rf  (*Y  p  4-  («,  -  sin  g>)  £  =  0    (25) 

dqp-    '    r,  dqp  V/     dcp  V/    v     '     v  x/   rt  v      y 

Behufs  Integration  der  Gleichung  (25)    behandeln   wir  zunächst 
die  reducierte  Gleichung 

Setzt  man  hier 

tot  dcp 

Q0  =  eJ     v  , 

dQ»  n»fad(P    •  d2P°    ( rVi     _\(lW>\/>fÜ}'l'l' 

dqp  '        dqp2  \  'dcp/ 


so  wird 

daher 

oder 


-  +  B»  +  «  &/  (ä)- f«  ^2Y  -  o, 

qp     '  '  fj  d  tp  V2/         \      j-j/  > 


m 


r2  dqp 


4-a, 


© 


+  «,-'(«S)'-o 


^2    * ('<  co)  4-  o'  _  («öf  =  0, 

rj  d  tp  V2     /    '  \     r,/  7 

welche  Gleichung  befriedigt  wird  durch 


to  =  4-  tn 


(m) 
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Es  ist  daher 

(m  —  iKp  —fm  —  dw 

9»  =  C\  Po'  +  c-z  Po"- 
Diese   Form    kann   man    auch   für    das   Integral   p  von  (25)  bei- 
behalten, also 

9  =  C\  Po'  +  C2  9a" 
setzen,  wenn  man  nur  Cl}  C2  so  als  Variable  ansieht,  dass 

Po   ~cÜp-  +  Q«    -äj  =  ° 
del  äC±       dol  äC^       ,     _  sin    ,  ,£  _  Q 

dq>     dep     '      dep     0  q)      '     K  ^/rJ 

ist.     Aus  diesen  beiden  Gleichuugen  folgt : 

(,  d  ou"  /,  d  p0'\  d  C'i  -        ft  ,  •       %  r22 

Po  -s|-  -  Po    7z|;  ^  -  +  Po   0»  -  sin  y)  J 

(*'■  "5F    -  Po   äi)  dy  =  -  Po  0»  -  sm  <p)  -  • 
Aus  (26)  folgt 

dp/  /  r«         dpn"  //  »'» 

dep         v"  r,  '       aqo  ^u  rj 

Po^^~Po"^—        ^PoPoOT^r—        ^^rj? 
da  p,,' Po'  ===  1  ist-     Man  hat  daher 

^  G\  /  \    Ta  Ort 

=  —  (m  —  sm  cp) 


dqp  v  ^'    2m 

dC2         i    /  •       \  »'» (>o' 

2  =  -j-  (m  —  sm  <p) 


dqo  '    v  ^y   2m 

und  dann  wird  mit  Rücksicht  auf  die  erste  der  Gleichungen  (m) 


mg  m 

1    dp  1  /„    dg0'    .     ~    cüp0"> 


&\  =  ~=7r(^iPo  +  ^2 Po  ) 


**  r-k£—-k  (c>  a? + c-  &■)  -  -  * (c- p»'  -  c*  *"> 

Nun  ist 

rg 1  —  s2 

j-!         (1  —  £a  sin  qp2)  cos  cp 

/'     ''2    7                 / 1           r\  /*                  (Z  sin  m 
m  -±  dep  =  m(\  —  £2)  I =-= — ~f : sr 
rt      ^              v               '  J  (1  —  sz  sm  cp2)  (1  —  sin  qp2) 

=  -^    iog„  — ! e  log,,  — !——    , 

•iL0"!-«  ö"i-  sa;J  ' 

wenn  x  =  sin  cp  gesetzt  wird ;  daher 

m  m 

'  _    /  i  +  *  z'1  -  £X\S  \  2"         /'_    r  1  —  a;  /1  +  s  #y  1 2" 
p°  —  ii :- "» vr+i^  /   '     P°  —  (t+~^  vr=^£^>'  I   » 

wobei  eine  lntegrationsconstante  unnötig  wird ,  da  dieselbe  als  Faktor 
6,c  heraustreten  und  sich  mit  C{ ,  6'2  vereinigen  würde.    Hiernach  wird 
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m 

dCt  _      _  m  —  x     A(\  —  e*)     J  1  —  x  /l  +  sx\*  \  Y 
cTcp   "  2m       (i^E*x*fi    ^-\-x\l  —  £X/\ 

in 
dC2  _  ,  m  —  x  A{1  —  £2)  j  1+  x  n  -  sxy  j  "ä 
TgT  =~  "■       2m       ,x  _  £2a;2^    1  1  —  *  VI  +  ca/  J 

und  das  vollständige  Integral  der  Gleichung  (25) 


„f.     fm-x      A{1  —  £2)       fl  -f-  a;  /l  —  s^VlT  ,    ,, , 

Diese  Integrale  lassen  sich  für  beliebige  Werte  von  J»  nicht  in 
geschlossener  Form  angeben ,  selbst  für  die  Kugel ,  für  welche  s  =  0 
ist;  werden  sie  nicht  wesentlich  einfacher-,  für  diesen  Fall  hat  man 
nämlich 

/l  +  aAT  ,.         /l  —  x\2 

Po  -  Kr--**)  ;    p»  =  \r+^J 

^.'(-/^'(Tf^  **  +  *■') 

Für  //*  =  1  erhält  mau1),  wenn  man  berücksichtigt,  dass 

,  da; 


ist: 


Für  die  Kugel  erhält  man  hieraus 

9  -  Po'  (<V  -  £/**  lf|)  +  Po"  (<V  +  £/**  ) 

—  Po'  (Ci    "-  J  1(>g«  (1  +  *)  +  2  *)    +    Po"  (6V  +  8  *) 
und  da 

V«  =}  T=x''       9»  =VtTk 


1)  Die  folgenden  Entwicklungen  gelten  also  nicht  mehr  für  die  Kegelpro- 
jektionen im  allgemeinen,  sondern  für  den  Fall  einer  Abbildung  auf  einer  die 
Erde  im  Pole  berührenden  Ebene,  eventuell,  wenn  der  Berührungspunkt  nicht 
der  .Pol  ist,  für  eine  zenitale  Projektion. 
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so  wird 

?  -  VW\  (fcv  -  A  '"«•  (i  +  »)  +  y  »)  +  /! +T  (5  + 1  *) 

oder  da 

je  =  sin  qp  =  cos  /? , 

(wenu  p  =  90  —  cp  wieder  die  Poldistanz  bedeutet),  so  folgt  für  die 
Abbildung  der  Kugel  als  Halbmesser  des  Parallelkreises,  dessen  Pol- 
distanz p  ist: 

q  =  cot  |  (ct'  —  A  logre  { 2  cos  |  j  +  y-  cos  />) 

Entwickelt  man  in  der  letzten  Gleichung  für  q  ,  welche  sich  auf 
das  Ellipsoid  bezieht,  nach  Potenzen  von  s,  und  bleibt  bei  der  zweiten 
Potenz  stehen ,  so  wird : 

Po'  -  l/\=l  (1  -  £2^)  5       Po"  =  V\^l  0  +  ß2  *) 

9  =  Po'  {<v  —  4  c1  —  o  /tt^  (1  +  £^  +  **aar^  *H 

+  Po"  {<v + ^  (i  -  *2)  ja  -  «** + 1  *2  ^2)  <h 


9  =  ft'<V  +  Po" <V  +  #  C1-  £'2)  [*  (X  +  £'2)  -  *2a>2  +  i*8*3 


oder  *) 

9  =  9%'Ci   +  p0"6V  +  y  (1  —  fi2)  [a 

-  log„  (1  +  *)  (2  +  .»)]  Po' 

+  T  P  -  £'2)  t*  -  *«"^  +  i*^  ^o" 

P  =  Po'  K  +  4  {*  -  *&  +  *•**■  -  (2-fi2)  log,(l  +  *)}] 

L  J    (26  b) 

+  Po"[<V  +  f  {(1  -  *2)  *  -  i  «2*2  +  '2  *2*3}] 

Zur  Bestimmung  der  Constanten  £/,  C2'  dient  die  Gleichung    ' 

i    d9        \     »*■ 


l(ift+»X-e- 


daher  mit  Rücksicht  auf  den  Wert  von  -p-  = —  (C,  p0'  —  C2  p0") 


{[^(^.Po'-   ^2Po")+l]   nT 


oder,  da  hier  m  =  1  ist: 

C,  p0'  -  £2  p0"  +  rt  =  0 

1).  Da 

1— x  2  1—x 

—  i ;    z~i —  x  =  ~~  x  +  - 


1  +  a?       1  +  a;         '     1-f  x  '  1  +  a? 

=-7-^  a?2  =  -  X*  +  205  -  2  +  -  -=— 

1-f  X  1  +  X 
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für  die  geographischen  Breiten  (px  und  qp2  oder  Poldistanzen  px  und 
p2,  und  eingesetzt: 

Cx  cot  |  (1  -  **  cos  p)  -  6'2  tg  |  (1  -f  <=*  cos  p)  +        ^8^        =  0 

wobei  Cx  der  Faktor  von  p0',  C2  derjenige  von  q0"  in  dem  Ausdrucke 
für  q  ist,  also: 

Ci  —  «v  +  4{x  - £'2*2  +  ^£2*3  -  (2  -  *2)  log»  C1  +  *)} 

^2  =  <v  +  4K1  -  *2)  *  -  i  *2*2 + *  *2*3) 

Für  die  Kugel  ist  also: 

KV  —  ^  log»  (2  cos  ^)  -f  -y  cos  />)  eot  f 

(^V  +   v  cos  ^)  ^o  2  ~f~  ^  sm  P  =  ^- 

Setzt  man  hier  p  =  px  und  p  =  p2,  so  wird  man  zwei  Gleichungen 
erhalten,  aus  denen  sich  Cx  und  6'.,'  bestimmen  lassen.  Beschränken 
wir  uns  nun  auf  die  Kugel,  so  wird  man,  wenn  man  Cx  —  A  log»  2 
gleich  einer  neuen  Constanteu  setzt,  die  ihrer  Unbestimmtheit  wegen 
wieder  mit  Cx  bezeichnet  werden  darf,  zur  Bestimmung  von  Cx,  6'./ 
die  Gleichungen  haben  : 

\C{  —  2  A  log»  cos  &  +  —  cos  px J  cot  |* 

-  (<V  +  V  cos  /;i)  *8  §  +  ^  sin  Pi  =  ° 
(c,'  —  2  ^  log»  cos  ^2  +    2    cos  p.2J  cot  ^ 

—  (<Y  +  -g- cos  #2)  tg  §  +  ^  sin  v-i  =  o. 

Der  Radius  des  Parallels,  dessen  Poldistanz  />  ist,  wird  dann 
(j  =  (cx'  -  2  A  log»  cos  |  -f  —  cos  i>)  cot  |  +  (c./  +  —  cos  p)  tg  |-  • 
Setzt  man 
A  j  sin  y;,  —  2  log»  cos  |*  ■  cot  ^  +  £  cos  px  (cot  ^  --  tg  |?j }  =1 

./  jsin;j2  —  2  log»  cos^  •  cot|2  -f  2  cos  ^2  (cot  |2  —  tg^)}  =11, 

welche  Werte  für  die  äussersten  Parallelen  deren  Poldistanzen  p{  p2 
sind,  leicht  berechnet  werden  können,  so  wird 

C/cotf-  6'./tgf +  1  =  0 

C/cptf-  C2'tgf  +  II  =  0. 
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Nach  einigen  leichten  Transformationen  erhält  man   übrigens 
I  =  A  I  cosec  px  —  2  cot  ~  log«  cos  y  J 

II  =  A  I  cosec  p2  —  2  cot  ~  log«  cos  ^  I  • 
Die  Auflösimg  der  Gleichungen  für  C\'7  C.,'  giebt: 
O;  (cot  |  tg  f  -  cot  f  tg  §)  =  II  tg  6  -  I  tg  f 

<V  (cot  f  tg  f  -  cot  f  tg  f )  -  II  cotf  - 1  cot  & 


und  da 


cotftgf-cotftgf  = 


(«»4'smf)-(cosfsii,':i') 


•     P\  Pz     ■     Pz  Pl 

sm^  cos^  sin^  cos — 


=  4  sin  j  (p2  +  j?i)  sin  j  (p8  —  pj 
sin  pj  sin  p2 

(     „,-„,Pi" 


2  (cos  pt  —  cos  p2) 
sin  pi  sin  p2 


II  tff  ^ 

°    2 


Itgf  =^ 


sin 


sin  ,=^-  cos 
2  2 


sin  £>!  sin  p2 
Pi 


1  2?2  -       Pi  Pl"    i 

log«   cos sin  ~  cos  ~  log«  cos 


V\ 


Hcot|-Icotf  =  A  \ 


PS 


sin  py  sin 
p2* 


sin  ^!  sin  p2 


P\  Pz 

cos  -±-  cos  ^- 


(log« 


cos  ^  —  log 


n  CO«  ^J 


sin  px  sin  p2 


ist,  so  wird 


•    P\"  ■     Pz 

sin^ sin  -~ 


cos  P(  —  cos  p2 
Pi 


Pz 


C'  =  A 


—  4 

Pl2  #2* 

JOS  *jj COS  ^ 

cos  pi  —  cos  p2 


■      Pi  P\     i  Pt  ' 

n  ~~  cos  *-*-  logM   cos  -^  —  sin  ^f  cos  ~  log„    cos  ^ 
<s  /s  2  2  2  2 


cos  pt  —  cos  p2 

2  «.2 


2V         Pi 
COS  ^-  cos  ^- 

COS  Pj  —   COS  £>2 


COS 


Pa 


loi 


Pl 
cos-   j 


Will  man  demnach  eine  solche  Karte  anfertigen,  die  zwischen 
den  Parallelkreisen  von  den  Poldistanzen  pl  und  p2  das  Minimum  der 
Fehler  giebt,  so  rechnet  man  nach  den  letzten  beiden  Formeln  C/, 
tV  und  mit  diesen  Werten  findet  man  für  jede  Poldistanz  p  den 
Wert    von   q.     Wie  man  sieht,   sind  aus    den    Schlussresultaten    für 
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C{,  C2'  die  Cotangenten  verschwunden,  daher  die  Formeln  auch  an- 
wendbar, wenn  ^,  =  0  ist,  welcher  Fall  eintritt,  wenn  man  das  ganze 
Gebiet  rings  um  den  Pol  darstellen  will,  was  übrigens  zumeist  statt- 
finden wird.  Denn  man  ist  dabei  nicht  auf  die  Darstellung  der 
Polargegenden  beschränkt.  Legt  man  nämlich  die  Projektionsebene 
berührend  in  irgend  einen  Punkt  der  Kugel,  so  wird  p  nicht  die 
Poldistanz ,  sondern  die  sphärische  Distanz  vom  Mittelpunkte  des  dar- 
zustellenden Gebietes  der  Erdoberfläche  sein,  und  man  hat  es  daher 
mit  einer  zenitalen  Projektion  zu  thun. 
Wenn  px  =  0  gesetzt  wird,  so  folgt 

61    —  2 

Co  =  +  y  —  2  A  cot  %  lo8'»  cos  7  > 
somit 

q  =  -f  S  A  cot  |  log„  sec  f  +  2  A  cot  v(  logn  secf  •  tg  f  •  (26c) 

Da  der  Wert  von  cot  ^  log„  sec  |-  für  p  =  0 '  verschwindet ,    so 

ist  der  Halbmesser  des  Poles  gleich  Null,  wie  es  auch  sein  hiuss. 

Diesen  Wert  von  q  giebt  die  von  A;  R.  Clarke  und  ff.  James ') 
vorgeschlagene  Projektion.  Der  Weg,  den  Clarke  und  James  ein- 
schlagen, ist  ein  anderer.  Es  wird  zunächst  in  (26  a)  die  eine  Con- 
staute  so  bestimmt,  dass  für  p  =  0  auch  q  =  0  werde;  dann  er- 
hält man 

C\'  =  A  log„  2  -  i  , 
demzufolge 

q  =  cot  | [2  A  log«  sec  |  —  A  sin  ]  p2]  +  tg  ^  \C2'  +  y  cos  p\  ■ 

Die  zweite  Constante  wird  nun  so  bestimmt,  dass  für  den  äussersten 
Parallel  die  Bögen  des  Meridians  in  wahrer  Grösse  erscheinen,  also 
die  Zunahme  üq  des  Halbmessers  des  Parallelkreises  der  Karte  gleich 
sei  dem  Bogen  Aäcp  des  Meridians  der  Erdkugel,  aber  negativ,  weil 
für  wachsende  Breiten  <jp  die  Halbmesser  q  abnehmen;  es  wird  also 

^-=  —  A. 

dq> 

Es  ist  aber 

also  für  den  vorliegenden  Fall  (m  =  1): 

C\  Qo  —  c2  Qo"  =  —  A  sin  P» 
oder  eingesetzt 

cot  ^  (2  A  log„  sec  ~  —  A  sin  ^-)  —  tg  § (c2'  +  -  cos  p,)     —  A  sin/>2. 

1)  On  projection  for  inaps,  by  Henry  James  and  A.  li.  Clarke,  in  The  Philo- 
sophical  Magazine  IV  Serie  Bd.  23  (1862)  pag.  308. 
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Multipliciert  man  mit  cot  ^2 ,  so  folgt: 
2  A  cot &-  logn  sec  f  -  ^  cos ^  —  <?2'—  | (2 cos ^  -  1 )     -2A  er 


2 

folglich 


P*    i™    „„„  P* 


C2'  =  f  +  2^cot^-logMsecf 
Dies  oben  eingesetzt,  giebt: 

_  sm  p  _f_  _  tg  ^-  -t-    -    tg  '2    cos  /? 


p  =  2  ^  cot  |  logw  sec  f-  —   —  sin  p  -f  —  tg  f-  +    -    tg  f 


-f  2  //  tg  -|-  cot  ^2    logra  sec  § , 


2  2 

woraus  sich  ergiebt: 


Pt 


.Q  =  2Acot^-  \ogn  sec  -|-  -f-  2  ^  tg  ^  cot  ^-  logre  sec  ^ 

Hieraus  ersieht  man  übrigens  noch,'  dass  diese  Projektion  die 
Eigenschaft  hat,  dass  am  Rande  der  Karte  (für  p  =  p2)  die  Meridian- 
bögen in  wahrer  Grösse  erscheinen 

Airy^  bestimmt  die  zweite  Constante  (die  erste  folgt  aus  der 
Bedingung  q  =  0  für  p  =  0)  aus  der  Bedingung,  dass  für  p  =  0 
(also  in  der  Kartenmitte)  die  Meridianbögen  in  wahrer  Grösse  er- 
scheinen.    Nun  folgt  aber: 

dp 

sir 

also  da  für  p  =  0 


— 5-  logra  sec  -4-  -f-  i  -<4  -1 2    -. tg 

sm  ^-  2  cos  ~ 

2  2 


dp 

sein  soll, 


dp 
demnach 


#  -  t  <V  +.  4  =  ä, 


<v  =  i  J-. 


und  hiermit 

p  =  cot  |[2  ^  logra  sec  |  -  ^  sin  ^]  +  tg  |(|  A  +  ~-  cos  />) 

=  2  ^  cot  ^  log„  sec  "I  -f  A  tg  ^  • 

Diese  Form  von  Airy  (1.  c.  pag.  414)  genügt  jedoch  den  Grenz- 
gleichungen nicht,  und  macht  daher  dU  nicht  gleich  Null. 

Um   in   solchen  Zenitalprojektionen  (wenn  nicht  der  Pol  Karten- 
.    mittelpunkt  ist)  die  Netzcurven  (Parallelkreise  und  Meridiane)  zu  ver- 
zeichnen, wird  es  am  besten,  für  Werte  von  q>  und  l,  welche  in  regel- 
mässigen Intervallen  fortschreiten  (z.  B.  von  Grad  zu  Grad,  oder  von  10 
zu  10  Graden)  u  und  v  nach  pag.  81  zu  berechnen;  der  mit  dem  Werte  von 


1)  Explanation  of  a  Protection  by  Balance  of  Errors  for  Maps  in  The  Pkilo- 
sophical  Magazine  and  Journal  of  Science  IV  Serie  Bd.  22  (1861)  pag.  409. 
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v  =  p  gerechnete  Wert  von  q  wird  im  Azimute  u  aufgetragen,  und 
giebt  den  zur  Länge  X  und  Breite  q>  gehörigen  Kartenpunkt.  Die 
Verbindungslinien  der  zum  selben  X  gehörigen  Punkte  geben  die 
K  arten  meridiane,  diejenigen  der  zum  selben  cp  gehörigen  Punkte  die 
Kartenparal  lelen . 

Für  Oylinderprojektionen  wird: 


ü 
wenn 


=  2  7tr2  fvdv, 


Hier  ist 

am     u> 

daher  wird  die  Differentialgleichung 

d       dV 


also 


dv     df'(v)  > 

df'iv)   —*°i> 


wenn  2C,  eine  willkürliche  Constante  bedeutet.     Da  aber 


=  2[/»—  l]cos  v, 


so  wird 


df'{v) 

0, 


oder  integriert 

f(v)  =  -Cx  logra  tg  (45  -  -f-)  +  v  +  Cv 

Soll  für  v  =  0  auch  f(v)  =  0  sein,  so  muss  C2  =  0  sein,  und  es  ist 

f(v)  =  v-Ci  logn  tg  (45  -  -|  )  • 

40.   Aus   den   Gleichungen   des   §  42  erhält  man   für   den    Fall, 
dass  man  es   mit  der  Abbildung  auf  eine  Ebene  zu  thun  hat,    wofür 

/,   -    '  ,    - '—  verschwinden, 

'    du'    dv  ' 

F==dX3X,dYdY 
du  dv  "•    du  dv 

ax\2  .  /ar\2 


G  =  W    +{dv) 


Bezeichnet  nun  v  die  Länge  des  Meridianbogens,  u  die  geo- 
graphische Länge,  gezählt  vom  Meridian  des  Mittelpunktes  des  dar- 
zustellenden Flächentheiles,  und  ist  p  der  Halbmesser  eines  Parallel- 
kreises der  Erde,  so  dass  man  p  und  z  als  die  rechtwinkligen 
Coordinaten  eines  Punktes  der  Meridianellipse  ansehen  kann,  ferner 
(i   der  Winkel,    welchen    die   Tangente   eines    Punktes  der   letzteren 
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mit  der  Verlängerung  des  Halbmessers  des  zugehörigen  Parallel  Kreises 
einschliesst,  so  ist 

dp  =  dv  cos  \i 

dz  =  dv  siu  (i, 
folglich 

p  =  l  cos  ft  dv 


-ß 


sin  ft^v. 

Die   Coordinaten  des  Ellipsoides   drücken   sich   demnach,    wenn 
die  Jf-axe  in  die  Ebene  des  ersten  Meridians  gelegt  wird,  durch 


=  cos  u  I  cos  p  dv 
=  sin  u  I  cos  f*  dv 
=  j  sin^idv 


aus,  wo  /tt  nur  eine  Funktion  der  geographischen  Breite,  also  Punktion 
von  v  ist,  daher  von  u  unabhängig.     Aus  diesem  Grunde  ist 

doc  dx 

ö—  =  —  y     ö—  =  cos  u  cos  u 
du  J       dv  r 

dy         ,  dy         ■ 

■**■  =  4-  x      ^  =  sin  w  cos  u 

dz        n  3«        '  . 

ö—  =  yj  ö—  =  sin  m. 

und  es  wird 

e  =  a;2  -f-  y2  =  p1 

f  =  ( —  y  cos  u-\*  x  sin  w)  cos  ft  =  0 

f-1. 

Nach  §  43  ist  daher  für  das  Ellipsoid  cos  Ö-  =  0,  also  #  =  90°, 
d.  h.  die  Netzlinien  stehen  auf  einander  senkrecht,  wie  es  ja  nach 
der  Wahl  derselben  a  priori  ersichtlich  ist.     Für  die  Ebene  wird 

cos©  =  -£,;     ring-^ 

und  die  Grösse  der  Abweichung  von  0  von  90°  wird  von  dem  Werte 
von  F  abhängen.  Ausserdem  war  als  Wert  der  Vergrösserunsr  in 
der  Richtung  der  u-  und  v-Linien,  also  hier  in  der  Richtung  der 
Meridiane  und  Parallelkreise  (s.  pag.  199) 

gefunden,  welche  Werte,  wenn  die  Netzlinien  nicht  aufeinander  senk- 
recht stehen,  allerdings,  wie  schon  früher  bemerkt,  nicht  das  Maximum 
und  Minimum  der  Vergrösserunec  sind. 
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Tissot  stellt  nun  für  den  Fall,  dass  man  einen  kleinen  Landstrich 
darzustellen  hat,  die  Aufgabe,  die  Coordinaten  X  und  Y  als  Funktionen 
von  u  und  v  so  zu  bestimmen,  dass  man  die  möglichst  günstige  Karten- 
form erhält.  Wir  wollen  die  daraus  entstehende  Darstellung  nach 
Fiorini  die  „Compensative  Projektion  von   Tissot11  nennen. 

Die  Bedingung,  dass  der  darzustellende  Flächentheil  nur  klein 
sei,  gestattet  es,  die  Coordinaten  X,  Y  nach  Potenzen  von  u  und  v 
zu  entwickeln ;  aus  diesen  Entwicklungen  folgen  dann  die  Werte  von 
E,  F,  G,  und  die  günstigste  Projektion  wird  jene  sein ,  wo  cos  & 
also  F  so  nahe  als  möglich  gleich  Null,  und  k',  k"  so  nahe  als 
möglich  einander  gleich,  und  gleich  der  Einheit  sind. 

Es  soll  die  Jf-axe  in  die  Tangente  des  mittleren  Meridians,  die 
F-axe  senkrecht  dazu  angenommen  werden.  Berücksichtigt  man  nur 
die  Glieder  erster  Ordnung,  so  wird  die  Abscisse  gleich  der  Länge 
des  Bogens  im  ersten  Meridian,  die  Ordinate  gleich  dem  Bogen  des 
Parallels,  also 

X  =  v  +  G2  +  G3  +  •  •  • 

r=p«-f-G2  +  <?3  +  ... 

wo  die  Glieder  zweiter,  dritter  . . .  Ordnung  symbolisch  durch  G2,  £3 .  .  . 
augedeutet  sind. 

Schreiben  wir  hiefür,  mit  unbestimmten  Coefficienten  behaftet 

X  —  v  +  au2  -J-  2a  uv  -f-  cc"v2  -f-  £3 

Y  =  pu  -f  ß"u2  +  2ß'uv  +  ßv*  -f  Gs, 
so  wir*d 

ü  =  2«tt  +  2«'»  +  G2  |f  =  1  +  2«'«  +  2a"  v  +  G, 

|I-  p  +  20"«  +  2/T»  +  G2     gl  _  i,  g£  +  2/T*  +  2/3»  +  G, 

folglich 

E  =  p2  -f  4/3>w  +  4/3>v  -f  G2 

G  *=  1  -f  4a'w  +  4a"i;  +  GT 

Sollen  nun  —  ,      r   nahe  1  sein,    so  müssen  in  E,  G   die  Glieder 
c       g  ' 

erster  Ordnung  verschwinden,  wozu  nötig  ist,  dass 

ß"  =  ß'  =  a'  =  a"  =  0 
ist;  dann  wird 

F=2«u+p&'U  +  2ßpv+G2i 

und  man  kann  nun  auch  in  Z1  die  Glieder  erster  Ordnung  zum  Ver- 
schwinden bringen.  Es  ist,  wenn  g>  die  geographische  Breite  be- 
deutet: 
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A  cos  q> 

p  =  

V 1  —  s2  sin  qp'2 

dp  _       _   ,4  sin  qp  (1  —  s2) 

^  (1  —  * 2  sin  q>2)§ 

Ol  —  l/(d-P\2  _j_  (dlY  -        A  &  ~  fS) 

dcp  f      \dq>)      ^{dcpj 

demzufolge 

dp_ 

dv 


dcp     t  \dq>}      \d<pj       (1  _  j2  sin  ^i 


—  sin  cp. 


Dieser  Wert  unterscheidet  sich   von  dem  für  den  mittleren  Parallel 
geltenden 

(ff)0  =  _  Sin  V» 
nur  um  Grössen  erster  Ordnung,  so  dass 

p  äf  '  u  =  ~  Po  sin  9o  U  +  °2 
ist.     Man  hat  demnach  den  Ausdruck 

(2  a  —  p0  sin  <p0)  u  +  2ßp0v 

zum  Verschwinden  zu  bringen,  was  durch  die  Wahl  von 

erreicht  wird.     Es  wird  also,  wenn  nun  die  Glieder  dritter  Ordnung 
mit  unbestimmten  Coefficienten  eingeführt  werden: 

X  =  v  +  i>oSi2n<Po  w2  +  «w3  +  3Z>w2v  +  3cwy2  +  dv* 

Y  —  pu  -f-  ä'm3  -\-  ?>b'u-v  -f-  3c'««;2  +  tf'v3, 

wo  auf  die  Glieder  4.  Ordnung  nicht  mehr  Rücksicht  genommen  wird. 
Hieraus  folgt: 

«—  =  p0  sin  <p0  •  u  -f-  3#w2  -f-  6  i ?/?;-{"  3c y2 

^=14-  3^m2  +  6cwv  +  3tf«;3 

ö—  =  p  +  3«'w2  4~  6  #'«w  +  3c' v2 

^  =  —  sin  qp  •  w  -f  3Z/?r  4~  Qc'uv  4~  3d'v2, 

daher 

E  =  P2  +  Ga'pu2  4-  \2b'puv  -\-  Gc'pv2  -\-  p02  sin  <p02M2 

F  =  Po  sin  <PoM  +  3«m2  4~  6&wv  +  3cv2  — j?  sin  qo  •  zj  4~  3b' pu2 

4-  öc'pav  +  3d'|;v2 
ö  =  14_  6öw2  4-  12cmü  4-  6dv2  4-  sin  ?2  .  w2 

und  hiermit 

Herz,  Landkartenprojektionen.  15 
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k'  _  1  -f  (3&  +  |  sin  y2)  ?/2  +  6c«w  +  3dv2 

Po2  \     9     ,     6  6'  .     3c 


7  "  1      I     C& «      i        •  2    -Po2  \     9     l     6  6  ,3c       ., 

■  1  +  \j  +  «in  9)02  Ä.)  «8  +  y  u  v  +  —  v> 


cos  © 


k  k"p         k'  k" 


Po  Sln  «Po  —  2?  sm 


+(«  +  6  «')••  +  <£  + mV] 

Nun  sind  #',  #"  daher  auch  -p-,  -p-  bis  auf  Grössen  2.  Ordnung 
gleich  der  Einheit,  daher,  bis  auf  Grössen  3.  Ordnung 

cos  0  =»» sin""  -P"»Jg  «  +  (^  +  3»')  ii'  +(y  +  6  <■')  u«, 

+  (y  +  »«V 

Hier  kann  man  weiter  p  sin  <p  in  eine  Reihe  entwickeln,  welche 
nach  Potenzen  von  v  fortschreitet1);  es  ist 

/;  sin  q>  =  p0  sin  (p0  -\-  v  -^  (p  sin  9)) 
und 

3  (p  sin  <p)  .  dp    ,  dq>  -2i  dop 

-     ^  =  sin  op  ^  4-  p  cos  ro  -5^  =  —  sin  w2  +  p  cos  op  ~ 

o     ,                9  1  —  f2  sin  qp2         cos  2  qp  4-  ?2  sin  qp4 
=  —  sin  <p2  -f  cos  g>2 — — ^ *-  = ^p £■ 

,     cos  2  qp  -4-  s2  sin  qp' 
/?  sm  <p  =  p0  sin  <p0  H j^fH. !L  „, 

Setzt  man  dies  oben  ein,  so  entsteht  aus  dem  ersten  Gliede 

p0  sin  qp0  —  p  sin  qp  cos  2  qp  4-  t2  sin  qp ' 

z  •  U  = ,,      '     ..- —  UV, 

p  (l-e2)P 

welcher   Ausdruck   sich   mit   dem    andern  von   uv  abhängigen  Gliede 

vereinigt. 

Die  von  £2  abhängigen  Glieder  in  den  Ausdrücken  zweiter  Ordnung 

werden  aber   wegen   der   Kleinheit  von   £  mit  den  nicht  betrachteten 

Gliedern  dritter  und  höherer  Ordnung  zu  vereinigen  sein,  was  darauf 

hinauskömmt,    in    den   Gliedern    der  noch   in   Rechnung   gezogenen 

Glieder  höchster  Ordnung  die   Excentricität  der   Meridianellipse   der 

Erde  zu    vernachlässigen.      Denkt   man   sich   ferner  p  nach  Potenzen 

von  v  entwickelt,  so  würde 

1    dp 
P=P»  +  äv-v, 

wo  aber  in  den  angeschriebenen  Gliedern  zweiter  Ordnung  nur  p0 
auftritt,  und  der  zweite  Theil  wegen  des  Faktors  v  sich  mit  den 
nicht  mehr  in  Betracht  gezogenen  Gliedern  dritter  Ordnung  ver- 
einigt; man  hat  folglich  in  den  Gliedern  zweiter  Ordnung  zu  schreiben 

P  =  Po  =  A  cos  <p0 

1)  Da  p  und  qp  nur  von  v  nicht  aber  von  u  abhängen. 
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und  erhält  so: 

k'  =  1  -f  (Bb  -f  £  sin  9>02)  u2  +  Gcuv  +  3tfv2 

„        /3 «     .     o  7  A     o     ,     /  6  b     -     e    c         cos  2  op0\ 

_j_(3c  _i_3rf'W. 

Man  kann  jetzt  leicht  bewirken,  dass  sowol  cos  ®  als  auch 
k'  —  k"  nur  mehr  von  der  dritten  Ordnung  sind;  dazu  rauss: 

a  =  bp0        a  —  —  b  p0 

b'  =  cpQ        b  -\-  c'p0  —  l  cos  2<p0  =  0 

c'  =  dp0        c  =  —  d'p0, 

sein,  so  dass  von  den  8  Constanten  a,  b,  c,  d,  a',  b',  c',  d',  nur  zwei 
willkürlich  bleiben.  Es  sollen  jedoch  der  Einfachheit  halber  at  b,  d 
beibehalten  werden,  zwischen  denen  dann  notwendig  eine  Beziehung 
bestehen  muss.     Es  ist 

a   =  bpn:     b  = ;      c   =  dp0 ;      d   =  —  —  =  —v 

™ '  Po  '  U  Po  Po3 

b'  a 

Po  Po2 

und  hiermit 

X  =  V  +  *"L?E_?2  M2  _|_  ÄW3  _|_  3/,w2v  _  3  _*.  nv->  _|_  ^v3 

F=  pu  +  Z>;v<3  —  3  ~  w2?>  -f  3dp0uv2  +  -^  y3, 

wo  zwischen  den  Constanten  £  und  r/  die  Beziehung  besteht 

b  -f  <ty02  —  |  cos  2  q>0  ==  0 , 
und  hiermit  wird 

£'  =  1  +  (3/>  +  |  sin  (p02)  u2—~uv-\-  Zdv2  -f  G3 

F  =  1  +  (ß»  +  i  sin  qp02)  «2  -  ^  «»  +  3tfy2  +  G,'. 

Po 

Die  Längenänderungen  sind  demnach  bis  auf  Grössen  dritter 
Ordnung  nach  allen  Richtungen  dieselben,  können  aber  selbst  nicht 
auf  Grössen  dritter  Ordnung  gebracht  werden,  weil  die  Coefficienten 
von  u2  und  v2  nicht  gleichzeitig  zum  Verschwinden  gebracht  werden 
können.     Denn  es  ist 

3&  +  %  sin  <p02  =  i  cos  2«p0  —  3dp02  +  £  sin  (p02==^  cos  «p,,2  — 3dp02, 

folglich,  wenn  die  Glieder  dritter  Ordnung  unberücksichtigt  bleiben, 

k  =  1  -(-  (|  cos  <p02  —  3d/>02)  w2 2UV  ~\~  3^*>2. 

15* 
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Hier  sind  nun  drei  Constanten,  a,  d,  cp0,  über  welche  man  noch 
so  verfügen  kann,  dass  der  grösste  Wert  von  k  selbst  möglichst  klein 
werde.  Zu  diesem  Zwecke  führen  wir  nach  Tissot  zwei  neue  Con- 
stanten E,  F  ein,  bestimmt  durch  die  Gleichungen: 

3a 


ts  E  = 


IV 


so  dass 


(»*-n») 

(^-ö*)-(3rf-4-2-»)SeC*' 

Sd  -  ii  -  (*  -  n») cos  £ 


3a 

^ö5 


Führt  man  ferner  zwei   neue  Variable  £,  ^  ein  durch  die  Glei- 
chungen 

£  =  v  cos  £  2?  —  p^i  sin  ^  £ 

rj  =  v  sin  ^  j£  -f-  j?0  u  cos  £  A1, 
so  dass 

v  —  £  cos  ^  2?  -|-  ^  sin  t  ^ 
p0u  =  rj  cos  £  i?  —  £  sin  \  E, 
so  wird 

Je  —  1  =  3tf  [£2  cos  £  £2  -f  2  gif  sin  £  j£  cos  £  £  -f  ^2  sin  |  E2] 
+  ^  [2  |2  sin  $Ecos±E—2tri  (cos  £  £2  -  sin  £  £2) 

—  2?72  sin  £  2:  cos  $  E] 

—  3d  [£2  sin  \  E2  —  2nl  sin  '  E  cos  £  E  -f-  q2  cos  £  E2] 

COS  (p20 

-r  i 
und  da 


_|_  i  ^i^J>  [£2  sin  i  ^2  _  2  ln  sin  £  £  cos  %  E  -f-  ?f  cos  £  £2] 

Po 


p0  =  A  cos  <p0 
*  -  1  —  £2  [3./  cos  E  +  ^  sin  £  +  4^  (1  ~  cos  £)] 

+  2|^.[3d  sin  £  -  ~  cos  E  —  —  sin  £"] 

+  tj2  [-  3d  cos  E  -  |^3  sin  E  +  r^-2  (1  +  cos  £)] 

+  2e*[(3d-j^)im*-gcoi*] 

+  ^2   [-(3rf-ry   COS^-^    BmJ+j^], 

folglich 

*  - 1  -  n2  +  (2^2-  -  />)  *?  =  *. 
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x  ist  nun  die  Änderung  der  Längeneinheit.  Dieselbe  ist  constant 
für  alle  Punkte,  für  welche  §  und  rj  der  obigen  Gleichung  genügen. 
Da  aber  v  und  p0  u  genähert  als  die  rechtwinkligen  Coordinaten  an- 
gesehen werden  können,  so  dass,  wenn  man 


setzt,  genähert  X  =  x, 


(m) 


x  =  v 

y  =Pou 

Y  =  y  sein  wird ,  so  hat  man 
£  =  x  cos  \  E  —  y  sin  \  E\ 
q  =  x  sin  ^  E  -j-  y  cos  \  E) 

woraus  man  ersieht,  dass  £,  r\  die  rechtwinkligen  Coordinaten  eines 

Punktes  x,  y  sind,  bezogen  auf  ein  Axensystem,    welches  gegen  das 

ursprüngliche    so    gedreht    ist,    dass    dessen 

£-Axe   mit  der  Axe   der  x   den   Winkel  ^  E 

gegen    die    negative  JF-Axe    hin    einschliesst 

(Fig.  61).     Punkte  gleicher  Längenänderung 

liegen  also   auf  Ellipsen. ')     Ist  A  derjenige 

Halbmesser     einer    solchen    Ellipse,    dessen 

Neigung    gegen    die   %-  und   ^-Axe  45°   ist, 

so  ist 


Fig.  61. 


folglich 


woraus 


5        V2' 


n  = 


FJ* 


f.H 


2Ä* 


%  = 


4:A* 


Y21 


folgt.  Die  Hälfte  des  Verhältnisses  des  unter  45  gegen  die  Axen 
der  Ellipse  geneigten  Halbmessers  derselben  zu  der  constanten  Halb- 
axe  der  Meridianellipse  giebt  also  gleichzeitig  den  Wert  der  Längen- 
änderung in  allen  Punkten  dieser  Ellipse;  dies  giebt  nun  eine  ein- 
fache Methode  zur  Bestimmung  der  günstigsten  Projektion. 

Denken  wir  uns  für  F  einen  Wert  gewählt;  construiert  man  in 
einem  beliebigen ,  kleinen  Massstabe  das  darzustellende  Land ,  und 
ferner  eine  Reihe  von  Ellipsen  verschiedener  Grösse,  für  welche  sich 

die  Axen  verhalten  wie  ]/F'(^  —  &)•  Legt  man  dieselben,  eine 
nach  der  anderen  auf  das  darzustellende  Land,  so  wird  es  unter  allen 
Ellipsen,  von   denen    einige   ganz  innerhalb  desselben  fallen,  andere 


1)  Oder  Hyperbeln  jenachdem  F  <  — -p-  oder  >  — -p-  ;    die    Axe    in    der 
Richtung  der  X  hat  die  Länge  1/  -^j-;  in  der  Richtung  der  r\ :  7/  — - — ■ 

YaF~F 
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dasselbe  in  weitem  Bogen  überspannen,  eine  geben,  welche  von  den 
das  Land  bei  beliebiger  Drehung  jeder  einzelnen  umziehenden  die 
kleinste  ist,  diese  nennt  Tissol  Grenzellipse  (ellipse  limitej.  Legt  mau 
die     anderen,     kleineren    Ellipsen,     denen    dasselbe    Axenverhältnis 

y  F:  (— ^ F)  zukommt,  concentrisch  und  coaxial  auf,  so  wird  jede 

ein  Stückchen  vom  darzustellenden  Lande  wegschneiden;  jede  dieser 
Ellipsen  ist  der  geometrische  Ort  von  Punkten  mit  derselben  Ver- 
größerung, deren  Grösse  durch  den  unter  45°  zu  den  Axen  ge- 
messenen Durchmesser  charakterisiert  ist.  Offenbar  ist  dieser  Durch- 
messer für  die  Grenzellipse  ein  Maximum  für  sämmtliche  dargestellten 
Punkte;  ist  dessen  Wert  2z/0,  so  wird  2z/0  die  Charakteristik  der 
Projektion  für  den  angeuommenen  Wert  von  f  und  die  angenommene 
Lage  der  Axen  sein.  £  bestimmt  sich  hiefür  durch  den  Winkel,  wel- 
chen die  Axe  der  Ellipse  mit  der  Richtung  der  Meridiane  einschliesst 
und  <p0  ist  die  Breite  des  Mittelpunktes  der  Ellipse,  denn  beim  Über- 
gang von  den  Coordinaten  x  (y),  y  (p0u)  zu  den  g,  r\,  wurde  nur  eine 
Drehung   des  Axensystems   um   den  Kartenmittelpunkt  vorgenommen. 

Nun  lege  man  dem  F  verschiedene  Werte  bei,1)  etwa  -^  >  -^  >  -^, 

zeichne  für  jeden  Wert  im  Massstabe  der  Hilfskarte  ein  System  von 
concentrischen ,     coaxialen     Ellipsen      für     dasselbe     Axenverhältnis 

j/  F  :  C-Kg  —  f)  auf  je  einem  Blatte.    Jedes  Blatt  wird  dann  auf  den 

darzustellenden  Flächentheil  der  Hilfskarte  gelegt,,  so  lange  ver- 
schoben und  gedreht,  bis  man  die  möglichst  kleinste  Grenzellipse 
erhält  (denn  für  jede  Lage  wird  es  eine  andere  Grenzellipse  geben) 
und  für  diese  die  Werte  von  z40,  E  und  die  Lage  des  Ellipsenmittel- 
punktes notiert.  Von  allen  den  Systemen,  die  zu  den  verschiedenen 
F  gehören,  behält  man  schliesslich  jenes  bei,  für  welches  z/0  den 
kleinsten  Wert  hat;  das  System,  aus  dem  es  entnommen  ist,  giebt 
den  Wert  von  /'',  die  Lage  des  Systemes  die  Werte  von  E  und  qp0. 
Man  kann  F  leicht  aus  dem  Axenverhältnis  direkt  erhalten,  denn 
ist  dieses  G,  so  ist 

-±--F 

2A*  _  r, 

F 

und  daraus 

i 
F  = 


2A*(Gi+  1) 

Mit  diesen  Werten  von  F,  E  und  <jd0  findet  man  dann  a,  d  und  b, 
welche  Grössen  in  die  Ausdrücke  für  X,  Y  substituiert  die  zur  defi- 
nitiven Kartenzeichnung  zu  verwendenden  Coordinaten  bestimmen. 

WennJF>^-2,    so   werden- die  Linien   gleicher  Vergrösserung 


1)  A  kann  dabei  als  Einheit  angenommen  werden. 
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Hyperbeln,  so  dass  für  zwei  zusammengehörige  Äste  die  Längen- 
änderung dieselbe  ist,  aber  entgegengesetzt  bezeichnet.  Verfährt  man 
nun  mit  diesen  Werten  von  F  ebenso,  so  ergeben  sich  auch  hiefür 
Werte  von  z/0,  so  dass  z/0  =  2A  }/x]  sollen  aber  diese  mit  den  für 
die  Ellipsen  geltenden  vergleichbar  sein,  so  müssen  sie  mit  j/2  mul- 
tipliziert werden.  Für  eine  Ellipse  haben  nämlich  die  beiden  End- 
punkte des  Durchmessers  z/0  die  Vergrösserung 

welches  den  grössten  Wert  der  auf  der  Karte  vorkommenden  Ver- 
grösserung giebt.  Für  die  Hyperbel  haben  die  Punkte  des  einen 
Astes  die  Vergrösserung  x,  die  des  andern  —  %,  die  gesammte 
Längen änderung  ist  also 

daher  durch  denselben  Massstab  wie  bei  den  Ellipsen  dargestellt 
z/0'  j/2 .  Endlich  ist  es  möglich,  dass  die  Determinante  des  Aus- 
druckes für  k  —  1 

(|^)2  -od{{  cos  g>02  —  3 d p02)  =  0 

ist;  substituiert  man  hier  die  Werte  in  F  und  F}  so  entsteht  aus 
dieser  Gleichung 

r  2A*        U> 

was  für  F  =  0,  oder  F  =  — -p-  der  Fall  ist;  in  diesen  beiden  Fällen 
wird 

*  ~~  2A* 
oder 

X  ~  2A*' 

Es  ist  also  nicht  möglich,  dass  die  Punkte  gleicher  Längen- 
änderung auf  eigentlichen  Parabeln  liegen.1)  Wird  die  obige  Deter- 
minante Null,  so  sind  die  Linien  gleicher  Längenänderung  Geraden- 
paare; diejenigen,  welche  das  darzustellende  Land  im  geringsten 
Abstände  (unter  den  in  verschiedenen  Richtungen  gezogenen)  ein- 
schliessen,  bestimmen  die  Werte  von  E  und  cp0 ;  die  Hälfte  der  unter 
einem  Winkel  von  45°  zu  denselben  gezogenen  Geraden  (ihr  halber  Ab- 
stand ist  nämlich  £  oder  17;  die  Länge  der  genannten  Geraden,  z.B. 

für   den    ersten  Fall  z/  =  g  }/2 ;    also   §  "="=p=;   x  =  ~^h  =Grz)) 

giebt  das  zur  Vergleichung  zu  benutzende  Mass  für  z/0. 


1)  Dies  übersieht  Tissot. 
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Um  die  Vorzüglichkeit  der  nach  dieser  Projektion  angefertigten 
Karten  zu  ersehen,  mögen  die  folgenden  von  Tissot  (1.  c.  pag.  60)  an- 
gegebenen Zahlen  dienen:  Für  die  vom  Depot  de  la  guerre  ange- 
fertigte Karte  von  Frankreich  (in  der  Mercator' sehen  äquivalenten 
Projektion)  ist  die  grösste  Winkeländerung  18';  die  grösste  Längen- 
änderung -^-q  ;  diese  Zahlen  wären  bez.  10'  30"  und  -g-^  geworden, 
wenn  man  als  mittleren  Parallel  statt  denjenigen  von  45°  Breite, 
denjenigen  von  46°  30'  Breite  genommen  hätte.  Sie  wären  aber  nur 
25"  und  TTV(7  geworden ,  wenn  man 

d  =  0-102;       b  =  —  0-069;       <p0  =  41°  30' 
gesetzt  hätte. ') 

47.  Spezielle  Falle,  a)  Findet  sich  aus  dieser  Untersuchung,  dass 
\  E  nahe  —  0  oder  90°  ist,  so  wird  es  stets  genügen  E=0  oder 
180°  anzunehmen,  um  die  Formeln  zu  vereinfachen;  es  wird  nämlich 
für  £=0 

a  =  0 ,     3  d  —  F,     b  =  l  cos  2  <p0  —  ^  F p02, 
folglich 

X=  v  -fl>o8^<Po  u2  +  '5bu2v  +  dv* 

Y  =  pu  -\-  bpQu'd  -j-  3dp0uv2 

k  =  1  +  (£  cos  y2  —  3d])02)  ti2  +  Zdv2. 

Hier  ist  noch  d  oder  F  willkürlich. 

b)    Nimmt    man   E  =  0,     und    ausserdem    d=0,    also  F  =  0, 

so  wird 

X  =  V  +    ^-?»  W2  _|_   i,  cos  2^  M2«, 

F  =  pu  -f-  -£-p0  cos  2(p<^3 
/t  =  1  -f-  £  cos  (p02u2. 

Man  sieht  aus  dem  Ausdrucke  für  k,  dass  für  constante  u,  also 
längs  eines  Meridians  die  Vergrößerung  k  dieselbe  ist.  Selbstverständ- 
lich wird  man  auch  hier  /''  =  0  wählen,  wenn  auch  die  oben  beschriebene 
Untersuchung  einen  nicht  verschwindenden,  aber  sehr  kleinen  Wert 
ergiebt,  weil  die  Vereinfachung  nicht  unbedeutend  ist,  und  die  Karte 
an  Güte  nicht  wesentlich  verliert. 

Da  k  längs  der  Meridiane  constant,  und  für  kleine  u  unbedeutend 
ist.  so  wird  sich  diese  Darstellung  jedenfalls  besonders  gut  eignen, 
für  Länder,  die  sich  über  weitere  Strecken  in  der  Richtung  der  Me- 
ridiane ausdehnen,  ohne  eine  bedeutende  Ausdehnung  in  der  Rich- 
tung der  Parallelen  zu  haben.   In  der  That  zeigen  die  Werte  £  E  =  0, 


1)  Tissot  hat 

A-- 

=  0-306, 

C  = 

■-  —  0-368; 

es 

ist  aber 

d- 

_A 

b  = 

c>,2  _ 
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F==0,  dass  die  #-Axe  mit  der  X-Axe  zusammenfüllt  (also  in  der 
Richtung  der  Meridiane)  und  die  zugehörige  Axe  der  Grenzellipse 
unendlich  (jedenfalls  sehr  gross)  ist,  also  das  darzustellende  Land  sich 
in  der  Richtung  des  Meridians  erstreckt. 

Ist  die  Breite  des  mittleren  Parallels  45°,  so  werden  die  Formeln 

X  =  v  +  J£=  ul 

2  V2 

Y '==  pu 

k  =*=  1  -f-  \  u2. 

c)  Ist  das  Land  sehr  ausgedehnt  in  der  Richtung  der  Parallelen, 

so    wird    man    entweder    die  £*-Axe    mit    der  F-axe    zusammenfallen 

lassen,   und  F  gleich   (oder  nahe)  Null  annehmen,   damit  die  grosse 

Axe   in   der  Richtung  der  Parallelen   fällt,  oder  die  &-Axe   mit  der 

X- Axe  coincidieren  lassen ,  und  F  =  r-p  setzen ,  wodurch  dasselbe 
erzielt  wird.     Im  ersteren  Falle  ist  \E=  90°,  E  =  180°,  also 

a  =  0,     Zd^^-F 

und  für  F  =  0 

l 


2Äi 

£  =  £  cos  2cp0  —  -|^-  =  —  \  sin  g>02 
Im  zweiten  Falle  hat  man 


|£  =  0,  £=0,  und  F=~, 

also  j 

a  =  0,     Sd  =  F  =  — ~r-2 ,  und  b  =  —  £  sin  <p02, 

also  dieselben  Werte,  und  es  wird: 


X  =  v  +  ^  Si2n  "  "2  -  1  sin  <«'  v  +  -^  ,3 
F  —  #tt  —  %p0  sin  qD02«3  -f  ^2  mv2 

Dieses  System  kann  man  noch  in  einer  anderen  Form  schreiben. 
Es  ist  nämlich 

und 

dp  ■  d2  v  dq>  cos  w 

<f-  —  ~  sin  od,     -ö-4r  =   —    cos  op  —  =  —    — ~ 

wenn  die  Excentricität  s  in  den  Gliedern  dritter  Ordnung  (da  p  mit 
u  multipliciert  wird)  vernachlässigt  wird;  daher 

COS  qpn      , 

P  =  Po  —  sm  9>o  v j^  v1. 
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Setzt  man  dies  in  Y  ein,  und  geht  wieder  nur  bis  zu  den  Gliedern 
dritter  Ordnung,  so  wird 

Y  =  p^u  —  sin  cp0uv  —  %p0  sin  <jpt)2  uA ~^-  uv2. 

Setzt  man  nun 

R0  =  pQ  cosec  cp0 

R  =  B0  —  v  —  g^  t;3 

n    =  ?<  sin  9?,,, 
so  wird 

/?  sin  n  =  (/2„  —  y  —  -— r^  y3J  (m  siu  qp0  —  |  m3  sin  qp,,3) 
==  Ruii  sin  <p0  —  «y  sin  qp0  —  |  i?0  k3  sin  <p03 
=  p0w  -  sin  <p0uv  —  ip0  sin  <p2a*  =  Y  -f  ^j^  «»* 

R0  —  R  cos  n  =  R0  —  [R0  —  v g-^g-  y3)  (1  —  |  w2  sin  <p02) 

=  y  +  ~6^  y3  —  i  y"2  sin  9>o2  +  klh u-  sin  9>o  =  <*• 

Gestattet  man  sich  noch  das  Glied      ^°  uv2  wegzulassen,  so  wird 

X  =  R0  —  R  cos  n 
Y  —  R  sinn, 

wo  R  nur  von  der  Breite  v,  n  nur  von  der  Länge  u  abhängt.  Die 
Gleichung  der  Meridiane  wird  daher 

Y  =  (R()-X)tgn', 

die  Gleichung  der  Parallelen 

yi  _|_  (Äo  _  x)2  =  iZ2. 

Die  Meridiane  sind  also  gerade  Linien,  die  von  einem  Punkte 
ausgehen,  der  in  der  Y-Axe  liegt,  und  dessen  Abstand  vom  Ursprung 
X  =  Rn  ist,  und  welcher  daher  den  Pol  repräsentiert;  die  Parallelkreise 
der  Karte  sind  concentrische  Kreise,  deren  gemeinschaftlicher  Mittel- 
punkt die  Coordinaten  X  =  RQ}    Y=0  hat,   also   der  Pol  ist,    und 

deren  Halbmesser  durch  //  =  R0  -  v  —  -,-p  y3  gegeben  ist.  Der  Ab- 
stand eines  Parallels  vom  mittleren  Parallel  ist  hiernach  RQ  —  R 
=  v  _j _  ?>3      Die   Projektion    wird    demnach    identisch   mit  einer 

Kegelabwicklung,  wo  der  Kegel  im  mittleren  Parallel  berührt,  und 
die  Abstände  der  Parallelen  gleich  sind  den  Bögen  des  Meridians, 
vermehrt  um  {  der  dritten  Potenz  dieser  Abstände.  Wir  wollen  diese 
Projektion  daher  auch  die  Kegelprojektion  von  Tissot  nennen. 

Um  auch  einen  Massstab  für  die  Güte  der  unter  (b)  und  (c)  an- 
geführten Projektionen  zu  haben,  sollen  hier  einige  von  Tissot  in  den 
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Comptes  rendus  Bd.  51  (Jhrg.  1860)  pag.  968  mitgetheilte  Zahlen 
angeführt  werden. 

Eine  Karte  von  Egypten  nach  der  Mercator' 'sehen  äquivalenten 
Projektion  angefertigt  würde  als  grösste  Winkeländerung  25",  als 
grösste  Längenänderung  ~.T\^  geben;  nach  den  Formeln  in  (c)  wären 
diese  Zahlen  auf  5",  resp.  ^-^  herabgemindert.  Für  eine  Karte  von 
Algier  in  der  ersteren  Projektion  wären  diese  Zahlen  11'  und  ^^5 
in  der  zweiten  resp.  3"  und  ^uVo- 

Nach  Zöppriiz  (Leitfaden  der  Kartenentwurfslehre,  pag.  110) 
würde  die  Darstellung  einer  zwischen  den  zwei  Parallelkreisen  von 
37£°  und  52^°  Breite  enthaltenen  Zone,  die  das  südliche  Mitteleuropa 
umfasst,  in  der  T^so^schen  Kegelprojektion  als  Maximaländerungen 
der  Winkel  und  Längen  1'  20"  und  ^  geben,  während  die  Mer- 
cator'sche  äquivalente  Projektion  statt  dessen  14°  40'  und  \  giebt. 
Für  ein  Zweieck  von  15°  Längendifferenz  würde  eine  nach  den 
Formeln  in  (b)  gezeichnete  Karte  die  Maximaländerungen  von  1'  20" 
und  ^¥  zeigen,  während  die  Mercator'sche  äquivalente  Projektion 
7°  30'  und  TV  giebt. 

Damit  ist  nun  der  von  Zöppriiz  (1.  c.  pag.  111)  ausgesprochene 
Satz:  ,, Diesen  Thatsachen  gegenüber  hat  die  Bonne1  sehe  Projektion 
(eigentlich  die  Mercator'sche  äquivalente)  keine  Anwendungsberech- 
tigung  mehr,  weder  für  Karten  grösserer,  noch  für  solche  kleinerer 
Gebiete"  völlig  gerechtfertigt.  Mit  Vortheil  könnte  sie  nur  dort 
verwendet  werden,  wo  die  Eigenschaft  der  Äquivalenz  gefordert  wird. 

48.    Gehen    wir    nun    wieder    zu    den    Gleichungen    (8)    zurück. 

Ist  dort 

E=x2e,     F=x2f,     G  =  x2g,  (27) 

so  wird 

dS 
ds 

und  dann  ist  x  geradezu  das  Vergrösserungsverhältnis  in  dem  be- 
trachteten Punkte,  also  unabhängig  von  der  Richtung  des  Fortschreitens, 
d.  h.  nach  allen  Richtungen  dasselbe.  Wenn  dann  noch  x  constant 
ist,  in  welchem  Falle  man  dafür  auch  die  Einheit  setzen  kann,1)  so 
werden  die  unendlich  kleinen  Theile  der  beiden  Flächen  Stelle  für 
Stelle  congruent  und  können  daher  zur  Deckung  gebracht  werden, 
in  welchem  Falle  man  sagt,  dass  die  beiden  Flächen  auf  einander 
abwickelbar  seien. 

Allein  die  Bedingung  (27)  ist  hinreichend  dafür ,  dass  eine  Ab- 
bildung conform  sei,  aber  durchaus  nicht  notwendig;  denn  es  ist  ja 
möglich,    dass   nur  eine  falsche  Wahl   der  u-,  y-Linien   es  mit   sich 

1)  Denn  setzt  man  X  —  hX';    Y  =  kY';    Z=xZ',   so  wird  dS  =  ndS', 

J  Q' 

daher  — ■= —  =  1.     Diess  kömmt  aber  darauf  hinaus,    statt  der  einen  Fläche  ein 
ds  ' 

ihr  völlig  ähnliches  verkleinertes  Abbild  zu  betrachten. 
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bringt,  dass  selbst  bei  abwickelbaren  Flächen  jene  Bedingung  nicht 
erfüllt  ist. ')  Wir  gehen  daher  jetzt  wieder  zu  den  Gleichungen  (5), 
(5  a)  zurück,  deren  Variable  u,  v,  U,  V  durch  die  Gleichungen  (6)  mit 
einander  verbunden  sind.  Sollen  bei  einer  conformeii  Abbildung  die 
beiden  Linienschaaren  der  u-  und  y-Linien  einander  entsprechen,  so  ist 
zunächst  nötig,  dass  sie  in  den  einander  entsprechenden  Punkten 
mit  einander  gleiche  Winkel  einschliessen ,  weil  dies  bei  conformen 
Abbildungen  überhaupt  stattfinden  muss.  Um  diese  Bedingung  mathe- 
matisch zu  präcisieren,  gehen  wir  von  den  Schaaren  der  u-,  v- Linien, 
wenn  nicht  /'  =  0  wäre,  in  welchem  Falle  die  beiden  Schaaren  sich 
rechtwinklig  durchschneiden  würden,  auf  ein  anderes  System  über, 
welches  diese  Bedingung  erfüllt.    Wir  schreiben  zu  diesem  Behufe 

edu2  +  2/dudv  +  gdv2  =  ~  [{cdu  -f  fdvf  +  {eg  —  /"')  dv2\ 
Da  aber 
eg  -  p  =  (a2  +  b2  +  c2)  (a'2  +  b'2  -f  c'2)  -  {aa  +bb'  +  cc')2 
=  (ab'  —  ab)2  +  {ac  —  a'cf  +  (bc'  —  b'c)2, 

also,  als  Summe  dreier  Quadrate,  eine  stets  positive  Grösse  ist,  so  wird 
man  f/eg  —  /'2  als  stets  reelle  Grösse  zu  betrachten  haben.  Ist  es 
nun  möglich,  ein  Liniensystem  ?/,  v  so  zu  bestimmen,  dass 


edu  -f-  fdv  =  f/m   dux 

j/eg  —  f2  dv  =  ]/m   dvx 
ist,  so  würde 


(28) 


ds2  =  ~{du2  +  dv2).  (29) 


(28  a) 


Ebenso  könnte  man  für  die  zweite  Fläche 

EdU  +  FdV  =  Y~M  d  üx  \ 
]/EG  —  F~2  d  V  =  y~M  d  V{  \ 
substituieren,  und  hätte  dann 

dS2  =  ^(dU2  +  dV2),  (29a) 

so  dass  das  Vergrösserungsverhältnis  k  sich  bestimmt  aus: 

,,  _fdS\i  _Me    dUf+JVl  r,m 

~~\ds)   ~mE    duf  +  dv?  K     < 

Sind  die  Gleichungen  (28)  und  (28  a)  erfüllt,  so  ist,  wie  aus  (30) 
zu  ersehen  ist,  der  Bedingung  genügt,  dass  die  beiden  Linienschaaren 
in   beiden   Flächen   sich   rechtwinklig  schneiden,    d.  h.  einander  ent- 


1)  Man  braucht  z.  B.  nur  bei  dem  einen  Rotationsellipsoid  die  Meridiane  als 
M-Linien,  bei  dem  anderen  als  t>-Linien  zu  betrachten,  und  die  Gleichungen 
werden  selbst  für  dieselben  Werte  von  A  und  s,  also  für  congruente  Ellipsoide 
nicht  mehr  erfüllt  sein. 


§  48  237 

sprechende  Systeme  einer  conformen  Abbildung  sein  können.  Es 
handelt  sich  nun  zunächst  darum,  ob  und  wie  man  die  Gleichungen 
28  (und  28  a)  erfüllen  könne.     Aus  denselben  folgt  aber 

(edu  +  fdv)2  -f  (eg  —  P)  dv]  =  m  (du,1  +  dv2), 
oder 


(edu  +  fdv  -f  i  ]/eg—p  dv)  {edu  +  fdv  —  i  j/eg—p  d  v) 

=  m  (du  -J-  idv)  (du  —  idv), 

wo  i  die    imaginäre  Einheit  j/ —  1  bezeichnet. 
Angenommen  es  sei 

(ft  -\-  vi)  [edu  -f-  (f  -\-  i  j/eg —  p)  dv]  =  drj  -f-  ida, 

also    ein    vollständiges    Differential,    d.h.  [i-\-vi   der   integrierende 
Faktor  der  Differentialgleichung 

edu  -f  (/  +  i  Yeg—P)  dv  —  0,  (31) 

dann  wird  auch 


((i  —  vi)  [edu  4-  (/  —  iYeg  —  P)  dv]  =  drj  —  *'</< 
folglich  durch  Multiplikation 
(p*  +  v2)  [>«*«  +  (/+  *  Y'eg-P)  dv\ 


X  [edM  +  (/•—  i  /e^r  —  D  tfv]  =  drf  +  do2. 
Demnach  sind  %  co  mit  «1}  Vj  identisch  und  es  ist 

m  =  -j^—%  (32) 

^2  _|_  vi 

Hat  man  also  den  integrierenden  Faktor  der  Differentialgleichung 
(31),  so  erhält  man  sofort  die  gewünschte  Transformation.  Man  wird 
demnach  im  allgemeinen  Falle  die  Gleichung  (31)  (auf  irgend  eine 
Art)  integrieren,  das  vollständige  Integral  nach  beiden  Variabein 
(also  total)  differenzieren;  die  Vergleichung  des  Differentiations- 
resultates mit  (31)  lehrt  den  integrierenden  Faktor  (ft  +  vi)  kennen, 
und  die  Gleichung  (32)  liefert  dann  den  Wert  von  m.  Dasselbe  macht 
man  im  allgemeinen  mit  der  Gleichung 


EdU+(F-\-ij/£G  —  F2)  d  V  =  0.  (31a) 

Das  totale  Differentiale  ihres  Integrals  verglichen  mit  dieser 
Gleichung  selbst  giebt  den  Wert  des  integrierenden  Faktors  M-f-  Ni, 
und  dann  wird 

Die  Gleichung  (30)  endlich  giebt  dann  das  Vergrösserungsver- 
hältnis.  Wenn  man  in  dieser  Gleichung  die  u-,  v-Linien  der  beiden 
Flächen  als  einander  entsprechende  ansieht,  d.  h.  wenn  man 

du^  =  dUrf        dvl  =  dV]'J 
oder 

dux  —  d  Vx ;        dvx  =  dUx 
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setzt,  so  wird 

*2  -  k '  (30a) 

also  das  Vergrösserungsverhältnis  unabhängig  von  der  Richtung,  die 
Abbildung  conform. 

Daraus  ergiebt  sich  also,  dass  man  eine  conforme  Abbildung  der 
einen  Fläche  auf  eine  zweite  erhält,  wenn  man  auf  sich  rechtwinklig 
schneidende  Schaaren  von  u-,  ^-Linien  übergehend,  diese  mit  einander 
identificiert;  das  Vergrösserungsverhältnis  wird  dann  gegeben  durch 
den  Ausdruck  (30a).  Allein  es  ist  diess  nicht  die  einzig  mögliche 
Art  der  conformen  Abbildung  der  beiden  Flächen  aufeinander;  um 
die  anderen  Abbildungen  dieser  Art  zu  finden,  bemerken  wir,  dass, 
wie  immer  dieselben  beschaffen  sein  mögen,  man  immer  die  Ux ,  Vx  der 
zweiten  Fläche  als  Funktionen  der  ux ,  vx  der  ersten  Fläche  betrachten 
kann,  d.  h.  es  wird  analog  mit  (6): 

V,=F,{uxvx)\ 
Einem  Punkte  w, ,  i\  der  einen  Fläche  entspricht  dann  ein  Punkt 
Uv  Vx  der  anderen  Fläche,  aber  einer  ux  -Linie  der  ersteren  entspricht 
nicht  mehr  eine  £/rLinie  der  zweiten,  sondern  der  Linie  nx  =  c  ent- 
spricht der  Punktecomplex,  für  welchen 

üi  =  Fi{c,vi) 

Vl=F2(c,vl). 

ist.  Die  Frage,  wie  man  die  Funktionen  Fx,  F2  zu  wählen  hat,  da- 
mit die  Abbildung  eine  conforme  werde,  lässt  sich  also  auch  so  aus- 
sprechen: Welche  Linien  der  zweiten  Fläche  hat  man  den  w,-  und 
vt -Linien  der  ersten  Fläche  und  umgekehrt  zuzuordnen,  damit  die  Ab- 
bildung eine  conforme  werde.  Wegen  der  Conformität  werden  sich 
aber  die  zugeordneten  Linien  wieder  rechtwinklig  schneiden  müssen; 
man  könnte  sie  daher  wieder  als  sich  rechtwinklig  sehneidende  Ux-, 
F, -Linien  der  zweiten  Fläche  auffassen,  und  man  hätte  auch  eine 
andere  dieser  Gruppen  erhalten,  wenn  man  an  Stelle  von  m,  M  andere 
Multiplikatoren  der  Differentialgleichungen  (31),  (31a)  gewählt  hätte.1) 

1)  Jede  Differentialgleichung  oder  jedes  System  von  Differentialgleichungen 
hat  nämlich,  wenn  es  einen  Multiplikator  giebt,  deren  unendlich  viele.  Ist  für 
oiiic  lineare  Differentialgleichung 

Pdx-\-  Qdy  =  Q  * 

IT  ein  Multiplikator  und  f(x,y)  =  0  ein  Iutegral,  so  wird  M'=Mf(x,y)  ebenfalls 
ein  Multiplikator  sein,  und  daher  wird  es  unendlich  viele  MultiplicatorenM'  geben. 
Es  ist  nämlich 

d  f  {xy)  =  Q  =  d^dx-\-  dJ-  dy  =  PMdx  +  QMdy, 


<  x 


PM=  QM=^ 
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Aus  (33)  folgt 


daher 


d  U.  =  3— *  d  u,  4-  ^r~l  diu 

1         dut        1    '     dvy       ' 


Em 


und  soll  dieser  Ausdruck  von  dem  Quotienten     , ' '    unabhängig  sein, 
so  muss: 


v,   dv, 


3  ut    dv\    '     dut     dvt 


0 


und  dann  wird  das  Vergrösserungsverhältnis : 

W1. 


,  2 Me 

~  Em 


(34) 


(35) 


Aus  der  zweiten  Gleichung  (34)  folgt: 

äff,  ar, 

aji  =  =       a_^i  ' 

Setzt  man  diesen  Quotienten  =  et,  welche  Grosse  nicht  constant 
zu  sein  braucht,  so  wird: 

8ut  dut 
dvt  dvt 


demnach  die  Bedingung  für  den  Multiplikator 

d(PM)  =d(QM) 

dy  dx 


oder  entwickelt 


Ist  nun 
so  wird 

#  =  P 


dy       Y  dx  \dx         dy' 


dM' 
dy 


dM' 
di 


dx         dy- 
M'  =  Mf(xy), 

Der  erste  Ausdruck  rechts  verschwindet,  weil  M  ein  Multiplikator  ist,  also  ist 

df~\ 

-Ff^+ogH 


*  =  Jf 


a/; 

ay 


P-0  — 

*  dj_ 
dy_ 


also  M'  auch  ein  Multiplikator.  Siehe  übrigens  hiefür  auch  Jacobi's  Theorie 
des  letzten  Multiplikators  für  Systeme  von  Differentialgleichungen  in  dessen 
,, Vorlesungen  über  Dynamik",  12.  bis  14.  Vorlesung. 
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und  dieses  in  die  erste  Gleichung  (34)  eingesetzt  giebt: 

woraus  sich 

(dUtf  _  /    ««  \  m  /my  _    w* 

/0FA*  _  J^_  (dVA*  _  /     «2    \  «* 

W,  /  "    i  +  a2  Vav,  /       Vi  +  «V      ' 

oder  endlich 

KcuJ   '     XdvJ 

(|i.y=(§w 

\du, )         \dvtJ 
ergiebt.     Zieht  man  hieraus  die  Quadratwurzel,  so  folgt 

|ü_+j5k.       |a_T|ü,  (36) 

wobei  die  Zeichen,  vorläufig  wenigstens,  beliebig  miteinander  combi- 
niert  werden  können.  Substituiert  man  aber  die  Ausdrücke  (36)  in 
die  zweite  der  Differentialgleichungen  (34) .  so  erhält  man 

welche  Gleichung  nur  dann  erfüllt  ist,  wenn  gleichzeitig  entweder 
die  oberen  oder  die  unteren  Zeichen  combiniert  werden.    Dann  ist 

§fi  + ,  m  =  +  & + tm = +,-  m  +  im , 

dvt     '       ovx  '     dui —      üut       —     \dut     '       duiJ ' 

oder  endlich 

diUj  +  iVt)  =  +  t  d  (Ut  +  i  Vt) 
dvt  —  di*i 

und  dieser  partiellen  Differentialgleichung  wird  genügt,  wenn 

Ul  +  iV1  —  F{ml±ipt)  (37) 

gewählt  wird,  wo  F  eine  ganze  willkürliche  Funktion  ist ;  •)  denn  es  ist 

i  tu,+i  v,)  =  F.  {Ui  ±  iVi) .  mgia = ±  tr  («,  ±  1,0. 

Man  erhält  also  andere  und  zwar  alle  conformen  Abbildungen, 
wenn  man  irgend  eine  beliebige  Funktion  F  (i/t  +  iv^)  der  m,  und  v, 
der  einen  Fläche  wählt,  dieselben  in  ihre  reellen  und  imaginären  Be- 
standteile zerlegt,  und  den  reellen  ßestandtheil  als  U,  den  imagi- 
nären als  i  V  der  anderen  Fläche  betrachtet.     Bildet  man  dann 


1)  Das  Charakteristische  dieser  Funktion  ist,  dass  sie  nur  die  Combination 
ut  +  ivu  nicht  aber  die  Argumente  «t  und  v,  getrennt  enthält;  es  ist  also  nach 
Cauchy  eine  monogene  Funktion,  oder  eine  Funktion  im  Micmann'üchen  Sinne. 
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so  wird  das  Vergrösserungsverhältnis 

k  =  7/m  .  W. 

V   Em 

Anmerkung:  Bezeichnet  man  Ut  4-  iVi  mit  Z,  ut  -\~ivt  mit  z,  so  wird 

Z  =  F{z) 
und  ans  der  Gleichung 

dz  _  _  .dz 

dvt  "        8ut 
folgt,  dass  y^-von  der  Richtung  von  dz  unabhängig  ist,  and  daraus  wieder,  so 

dZ 
lange  -= —  weder  Null  noch  unendlich  wird,    die  Ähnlichkeit   in    den    kleinsten 

°     dz 

Theilen.     Welche  Beziehung  an  die   Stelle   derselben    (der  Ähnlichkeit   in    den 

dZ 

kleinsten  Theilen)   zu  treten  hat,   wenn  -=-    verschwindet  oder  unendlich  wird. 

dz 

gehört  nicht  hierher,    und  kann  in  den  Lehrbüchern  über  Funktionentheorie, 

z.  B.  Königsberger,  „Vorlesungen  über  die  Theorie  der  elliptischen  Funktionen" 

I.  Bd.  pag.  19  und  144  nachgesehen  werden.     Beispielsweise   wird   bei  der  con- 

formen  Kegelprojektion  von  Lambert  die  Winkelgleichheit  (Ähnlichkeit  in  den 

kleinsten  Theilen)  im  Pole  nicht  stattfinden. 

49.    Einige   Beispiele    werden   diese  Entwicklungen    näher    er- 
läutern.    Für  die  Ebene  kann  man  setzen: 


x  =  ul 

•«  =  1 

a'  =  0 

«i-l 

y  =vx 

&  =  0 

c  =  0 

1/  =  1 
c'  =  0 
dsx2  —  dx'A 

!-f 

A=o 

z  =  0 

■  ätß 

ffi 

-  /r'  =  i 

Für  die 

Kugel  ist 

mx  = 

1. 

a;=rcosw2cos«;3 

«  =  — 

rsinw2cosy2 

a 

= —  rcos?/2shn>2 

e2=r2cosv22 

y  =  rsin?A>cosy.> 

b  =  -\-  r  cos  u2  cos  v.. 

b' 

=  —  rsin«2siny2 

/•2=o 

z  =rsinv2 

c  =  0 

c 

—  -\-rcosv2 

ff  =  r2 

2 

V  eiffi  —  f%   —  r%  cos  vv 
Ist   die  xy-Ebene  die  Äquatorebene ,   so  ist  v.2  die  geographische 
Breite,    u2    die    geographische    Länge,     gezählt    vom    Meridian    der 
Kartenmitte ; 

ds2  =  r2  cos  v22  du22  -f  r2  dv22, 

folglich  die  Gleichungen  (28): 

r2  cos  v.22  du2  =  j/m2  du" 

r1  cos  v2   dv2  =  j/m2  dv", 
oder  die  zu  integrierende  Differentialgleichung  (31): 
r2  cos  v22  du2  -f-  ir2  cos  v2  dv2  =  0. 

Hier  sieht  man  sofort,  dass  ein  Multiplikator ist    da 

r1  cos  ü22        > 

du    -f  i  -J*L-  =  0 

cos  v2 

Herz,  Landkarten  Projektionen  jß 


p 

+ 

vi 

= 

r2  cos  v22 

V 

— 

vi 

= 

1 

r2  cos  ?>22 

m2 

= 

ri 

cos  i'24 
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ein  vollständiges  Differential  ist.     Da  also 

a  4-  vt  =  -s— 
r2  c 

folglich  auch1) 

so  wird 

und  das  Integral  der  Differentialgleichung 

u2  -\~  i  log„  tg  (45  -f  ^  =  u"  -f  ?V 

M"  =  w2?       y"  =  logw  tg  (45  +   Vfj  ■ 

Für  das  Rotationsellipsoid  ist 

A  cos  u3  cos  «3  _  A  sin  w3  cos  v3        t  _  A  cos  m3  sinfl3  (1  —  g2) 

^l  —  82sin  v32  Vi  —  e2  sin  v32  (1  _  £2  sjn  ^8)1 

J.  sin  u,  cos  v,       ,  ,    J.  cos  u,  cos  «,      ,  ,  A  sin  m,  sin-«,  (1  —  £2) 

y  =  3      — '       b  =  -{-  -=       3  3     />    = — — 

Vl  —  s2smv3i  Vi  —  f2  sin  v32  (l  —  e2  sin  »8aP 

^  (1  —  £a)  sin  p3        ^  ,  ,    A  (1  —  ?2)  cos  ^ 

Vi  —  a2  sin  v32  (1  __  £2  sin  t,32)5 

A2  cos  v,2 


z  = 


c,  = 


• 


1  —  e2  sin  v32 

.l2  (1  -  ^  /  .  0  -        ^  (1  -  *2)  cos  «, 

^3  —  (!  _  £2  sin  a32)3  /'  c3y3         '3  .    (1  —  8«  sin  v32)- 

m3  ist  wieder  die  geographische  Länge  und  v3}  da  die  .ry-Ebene  die 
Äcpiatorebene  ist,  die  geographische  Breite.  Die  Differential- 
gleichung ist 

A2  cos  Vo2      ,        ,     .  A2  (l  —  f2)  cos  v3   ,  n 

1  —  f2  sm  v3z         3     '  (1  —  f-  sin  ?'33)'!         -1 

deren  integrierender  Faktor1) 


1  —  f-2  sin  ty 
^    '  A2  cos  ?;32 

ft  —  iv  =  fi  -f"  ?>, 

J.4  COS  ?73' 

(1  ~  e«)  rfi>3  "         =  rfj; 
(L  —  e2  sin  -u,2)  cos  v3 
also 

u '"  =  w3 


demnach  auch 
und 

Endlich  ist  hier 


v     =logn[tg(45  +  -^':t)(1+csi,i  J  _ 


1)  Indem  nur  —  i  statt  -j-  i  zu  setzen  ist,  der  imaginäre  Theil  hier  aber  Null  ist. 
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1.  Abbildung  der  Kugel  auf  die  Ebene.  Man  hat  die  U ,  Vf  E, 
F,  G,  M  der  allgemeinen  Gleichungen  zu  ersetzen  durch  w, ,  vi}  <?,, 
fv  gv  mx  und  die  u,  v,  e,  f,  g,  m  durch  w2,  v2,  c2,  f2,  g.2,  m2.  Nach- 
dem die  Bedingungen  e  =  E ,  f  =  F,  g  =  G  nicht  erfüllt  sind,  so 
muss  man  auf  ein  anderes  System  der  u-  und  ^-Linien  übergehen. 
Für  die  Ebene  wird  dies  nicht  nötig,  weil  die  Gleichung  für  ds  die 
Form  (29)  bereits  hat.  Für  die  Kugel  wird  Ul  J\  durch  u'v"  ersetzt, 
und  eine  conforme  Abbildung  würde  sich  sofort  dadurch  ergeben, 
dass  man 

Wt  =  u";      l\  =  v" 

setzt,    oder  wenn  mau   wieder   die  alten   u-   und  v- Linien   der  Dar- 
stellung zu  Grunde  legen  wollte : 


y  -  log»  tg  (45  +  -£  )  • 

Dieses  ist  aber  nicht  die  einzige  conforme  Abbildung.  Alle 
anderen  folgen  aus 

*  +  iy  =  f\u2  ±  i  log,  tg  (45  +  D]  •  (38  a) 

Wählt  man  für  /'  irgend  eine  beliebige  Funktion,  zerlegt  sie  in 
ihren  reellen  und  imaginären  Bestaudtheil,  setzt  x  gleich  dem  reellen 
Theile,  y  gleich  dem  Coefficieuten  von  ?',  so  ergiebt  sich  stets  eine 
conforme  Abbildung. 

Da  nun 

M  =  1 ,     E  =  1 ;     m  =  r*  cos  v24,     e  =  r'1  cos  vj , 
so  ist 


k-  = 


■     •  r£  cos  Voe 

wobei  l 


W2  =  (dx\>        (lyy 


(38  b) 


2.  Abbildung  des  Ellipsoides  auf  die  Kugel.  Das  Linienelement 
hat  weder  für  die  Kugel  noch  für  das  Ellipsoid  die  Form  (29):  der 
Übergang  auf  diese  Form  wird  durch  die  Linienschaaren  der  u '  v" '• 
u'" v"'  geleistet,  daher  ist 

u"  =  u" 

v"  =  v'" 

eine  conforme  Abbildung  und  allgemein  eine  jede: 

u"  -4-  iv"  —f(u'"  -f-  iv'"), 
woraus  folgt: 

u,  +  i  log.  tg  (45  +  |) 
-/■{«.  ±  '  log»  ^  («  +  I  v3)  (&£$*]  )  •         (39  a) 

1Ü* 


244 
Hier  ist 
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m  = 


A*  cos  v3l  A2  cos  v^ 

(1  —  f2  sin  tf32)2  '      e  =  =  (1  —  £-  wa.v£) 

M  =  r4  cos  v24,  E  =  ?-2  cos  v22, 


demnach  das  Vergrösserungsverhältnis: 


k2  = 


wob( 


W 


r2  cos  ty 
A2  cos  v,2 


(1  —  £2  sin  v32)  tf'2 
aiogntg(45+|)Y 


(39  b) 


3.  Abbildung  des  Ellipsoides  auf  die  Ebene.    Allgemein  ist  wieder 
u  -f-  iv  =  f(ii"  +  iv'"), 


oder  substituiert: 

x  -f-  iy  =  /"  i  «3  +  *  lo§* 


«8  O  +  ?)  (l 


—  £  sin  v3\2 
-f-  f  sin  vj 


und  das  Vergrösserungsverhältnis 


P  = 


f2  sin  fl,,2 


^2 


wobei 


(40a) 


(40  b) 


A2  cos  v32 

\d«3  /      '    vc*v 

Man  kann  aus  der  Abbildung  des  Ellipsoides  auf  die  Ebene  leicht 
diejenige  der  Kugel  auf  die  Ebene  erhalten,  indem  man  £  =  0  setzt. 
Man  kann  aber  auch  umgekehrt  aus  der  Darstellung  der  Kugel  die- 
jenige für  das  Ellipsoid  in  einfacher  Weise  erhalten.  Es  war  für  die 
Kugel 

x  -f  iy  =  f  { u,  +  i  log»  tg  (45  -f  |) }  , 

für  das  Ellipsoid 


(38  a) 

h(4-+t)(!;ii;:;i:r][(40a) 

(41) 


x  +  iy  =  fy';i  +  »log« 

Sei  nun 

*(*+?)(rTi£3f -*<«  +  *" 

so  würde  (40  a)  übergehen  in 

3  +  iy  =  fyh  +  *  log»  *g  (45  +  t))  1 

d.  h.  man  könnte  für  irgend  eine  Wahl  von  f  die  Construklion  des 
Netzes  für  die  betreffende  con forme  Abbildung1)  genau  so  durchführen, 
wie  für  die  Kugel,  wenn  man  nur  an  Stelle  der  geographischen  Breite 
vz  einen  anderen  Winkel  v  benützt,  welcher  sich  aus  v3  durch  die 
Gleichung  (41)  bestimmt.  Da  aber  v — v^  nur  sehr  klein  sein  wird 
(von   der   Ordnung  der  Excentricität  der   Meridianellipse   der  Erde), 


1)  Dies  gilt  natürlich  nur  für  die  conformen  Abbildnugen. 
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so  wird  es  am  besten  direkt  diese  Differenz  als  Funktion  von  v3  und 
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so  V 

s  auszudrücken.     Es  ist 


45  -j-  \  v  —  arc  tg 


f(vs>  4     (p) 


Um  nun  nach  Potenzen  von  s  zu  entwickeln,  hat  man 


Nim  ist 


a« 


tjy  /i5  I  Mp/i-fsiü^y     X_d   /l-gainp,\        /l  — fisint>8\2  j       1  —  esinyi 
_a\     ~  2/1.2X1  +£  sin  V         de  \l  +  £sim;3/"rT\,l  +  £sint?3/       B»l  +  68int?J 

^  °\      T2/    Vl  +  ssinV 
*     /.=  i  v\  f~s  /l  +  £sinv3\   d    /l  —  £shiv3\   .    ..        /l  — £8int>3\~l 

_ tg  (45+2J  Li  (r^ur,;)  di  (1+7^)+^  (r+ü57!)J 

l  +  tg(45+|)2 
-  I  cost'P  /1  +  £sinM   d   /l-g8int>3\     ,     .  ,  /l-£sinrn\l 


und  da 


sin  v3 


d  /l  —  s  sin  #3\  _ 

d  s  vi  -f-  s  sin  vj  (1  +  *  sin  ^)2 


ist,  so  wird 

df(v3,  0  _  -  r       _£_sinLv3  ,     ,  ,  1  -  £  ein  tyi 

—  £COS  V  L        ,  _  £2  sin  ^,   -T-  jf  10g«    £  +  -  8in-j 


ds 


Aus  (p)  folgt,  dass 


demnach 

also 
d'2f(v3,  s) 


v  =  2f(v3,  e)-90°, 


g£2 


—  sin  f 


r_        e  sia  ^3 I    l  W     1  -  £  sin  t>3] 

L       1  —  £2  sin  vJ  "i"  *      gM   1  +  £  sin  vj 


,     .                         1  4-  £2  sin  v,2       .  sin  v.        1 

+  A  cos  y    —  ,,    '      -^ — %-„  sin  Vo ; =-4 — r 

1     z              L      (1  —  £2  sin  v32)2  •>          1  —  £2  sin  z?32  J 

-  -  2tg  ,  (?^>)' 


COS  V 


sin  v3 


(1  —  £2  sin  v32)2 
Differenziert  man  nochmals,  so  erhält  man 
d3f\v3,  £)  4 


«,  0 


'Ö83 


_  (df(Va,    £)\3  Zg/fo,,    £)\    ^^3, 

,        2  sin  ^3  sin  v df(v3,  s)  4  sin  v3  cos  v  ■  s  sin  v3* 

(1  —  £2sinv,2)2"       g£  (1  —  £2  sin  t>32)3  ~ 

2    .      sin  v3  cos  v 


(1  —  £2  sin  v32)2 

.        2  sin  tf3  sin  •»       df(v3,  e) 

^2) 


(1  — £2sin 
4  £  sin  vJ  cos  v 


cos  v  ~| 

EvpJ 


1     (1  —  £2  sin  v32)2         ds  (1  —  £2  sin  v32)3 

_  (df(oa,  s)\ 3/ 1  _  o   •      2\  i   fi    sin  t?3  sin  t?   gf(y3,  s)      ,     sin  y  cos 
tA     ^£     M       4smy;-^-o         2sin        — ^         ^^___ 
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Es  wird  daher 
f  (,, ,  ,).  -  45  +  &  j    (™£^l  =  0;     {*£%- M\  =  -  sin  „3  cos  v3 ; 

rd3f(v3,  s)\  =  q 

\       3  s       /  o 
Differenziert   man  nochmals,    und  setzt  e  =  0,    so   wird  der  aus 

dem   ersten    Gliede   entstehende  Ausdruck  ~-    als    Faktor    enthalten, 

welcher  für  s  =  0  selbst  Null  wird,  der  zweite  Theil  liefert  an  nicht 
verschwindenden  Ausdrücken 

(6  sin  v,  sin  v      c1  f{i\ ,  s)\  n     •         •» 

r* 2   •      "?\2 k\ —  )    =  —  0  sin  vJ  cos  Vo : 

der  dritte  Theil  liefert  den  nicht  verschwindenden  Ausdruck 

/  4  sin  vJ  cos  v  \  .     .         » 

—    7^ j^ 5vr     =  —  4  sin  y,d  cos  v, , 

\(1  —  s2  sin  »38)3/0  J  "" 

also  ist 

(— ^r -)0  —  —  10  sin  y33  cos  v,. 
Man  hat  folglich 

j.2  £1 

45  -(-  |-  v  =  45  -j-  ^  t>3  —  —  sin  y3  cos  v.A  —  —  ■  10  sin  v33  cos  p3, 

oder 

y  =  v3  —  —  sin  2v3  —  /'s  e{  (2  sin  2v9  —  sin  4v3). 

Setzt  man  daher 

-£  sin  2i>3  -f  -fc  £4  (2  sin  2v3  —  sin  4v.s)  =  #,  (42) 

so  wird 

v  =  ^'3  —  <e  (42  a) 

wobei  x  der  Tafel  18  zu  entnehmen  ist,  welche  mit  dem   Argumente 
v3  den  Wert  von  x  giebt. 

Diese  Lösung  kömmt  eigentlich  darauf  hinaus,  das  Ellipsoid  auf 
eine  Kugel  abzubilden,  und  diese  dann  auf  die  Ebene  zu  übertragen. 
Denn  für  die  Abbildung  des  Ellipsoides  auf  die  Kugel  hat  man 

u2  +  i  logn  tg  (45  +  !]) 


1     /Ar    1     1      v  /l  —  «sin  va\  2 

tg(45+.iy3)(1  +  £sinTJ 


=  f  i  "i  + '  i°g* 

also  mit  Beibehaltung  des  oberen  Zeichens 

«2  +  i  l0gn  tg  (45  +  -|-)  -  /-(Mg  +  *  l0gB  tg  (45  +  ±V))  , 

daher  für  den  einfachsten  Fall  der  Abbildung,  für  welchen  f(z)—z  ist, 

*>  =  *V 
Der  geographischen  Breite  v3  auf  dem  Ellipsoide  entspricht  daher 
die   geographische   Breite   v  der  Kugel,    welche    man  daher  die  co- 
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ordinierte  Breite  nennen  kann. ')  Das  so.  veränderte  Bild  des  Ellipsoides 
(äquidistante  Parallelkreise  der  Kugel  entsprechen  nicht  Parallelkreisen 
des  Ellipsoides  gleicher  Breitendifferenz)  wird  dann  conform  auf  die 
Ebene  abgebildet.  Anders  ausgesprochen:  Um  das  Ellipsoid  nach 
irgend  einem  Gesetze  f(z)  conform  auf  die  Ebene  zu  übertragen, 
kann  man  so  verfahren,  als  ob  eine  Kugel  abzubilden  wäre,  nur  hat 
mau  statt  der  geographischen  Breite  v3  die  coordinierte  Breite  v  zu 
verwenden. 

Wir  hatten  für  die  Abbildung  der  Kugel  und  des  Ellipsoides  gefunden 

x  -f  iy  =/',("  +  iv)> 
wo  für   die  Kugel   nv   durch   u"v"  für  das  Ellipsoid  durch  u"  v"  zu 
ersetzen  ist.    Es  wird  daher,  wenn  auch  die  Coefficienten  als  complex 
angesehen  werden,   daher  .durch  Einführung  von   —  i   an  Stelle   von 
-f-  i  die  Funktion  /*,  sich  in  eine  andere  /'2  verwandeln, 

x  —  iy  =  f2  (u  —  iv) 
folglich : 

x  =  i  [/'l  («  +  iv)  +  /':•("  —  iv)\ 

y  *=  —  y  [/',  (w  -1-  iv)  —  /:,(«  —  iv)] , 
oder,  wenn  Kürze  halber 

f\  («  +  iv)  =  /, ;    /*2  (u  —  iv)  —  /:, 
gesetzt  wird : 

Hieraus  folgt 

f?=4(A'-/V)     ff  =  !(/•,-  +  /=-) 

da? dy  p  ga;  _  d?/ 

du       dv  '  ^  ^w  ' 

welches  die  Gleichungen  (36)  sind.     Hieraus  folgt  noch : 
d*x  _     r-'//  d2^       a*y  d2x  d*y 


also 


Nun  ist 

w2  =  (^Y  -4-  (W  =  f^Y  -I-  f^Y  = a*  ^  _  ^  ^ 

Vc*m/     '    \£w/         V>t>/     '    \dv)  '     8tc  dv        du  dv 
=  I  [(/'.'  +  f{f  ~  (/V  -  /V)2]  =  A7«', 


(36  a) 


W  =  ]/fx'{u  -J-  iv)  •  f2'(u  —  iv). 

Sind   die    Coordinaten  x,  y   einer   ebenen  Curve  durch  eine  un- 
abhängig veränderliche  t  in  der  Form  x  =  cp(t),  y  =  ty{f)  ausgedrückt, 


1)  Nach  Gretschel  corrigierte  Breite;  da  aber  dieser  Name  bereits  ander- 
weitig verwendet  wird,  so  soll  die  obige  Benennung  hier  beibehalten  werden, 
obgleich  corrigierte  und  coordinierte  Breite  sich  erst  in  den  von  der  4.  Poteuz 
der  Excentricität  abhängigen  Gliedern  unterscheiden. 
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so  ist  bekanntlich  der  Ausdruck  für  den  Halbmesser  des  Krümmungs- 
kreises R 

dx  d2y       dy  d2x 
1  _j_  d~t    d~P  ~  dt    d  t2 


m+mi 


Da  in  den  obigen  Ausdrücken  von  x  und  y,  u  eine  blosse 
Funktion  der  geographischen  Länge  eines  Ortes  (ic  ist  gleich  der 
Länge),  v  eine  blosse  Funktion  der  geographischen  Breite  ist  (s.  die 
Ausdrücke  von  v"  und  #"'),  so  ist  u  für  den  Meridian,  v  für  den 
Parallel  constant,  oder  für  den  Meridian  v,  für  den  Parallel  u  die 
hier  eingeführte  Variable  t;  ist  demnach  Rm  der  Krümmungshalbmesser 
eines  Punktes  des  Meridians  der  Karte,  Rp  der  Krümmungshalbmesser 
eines  Paralleles  derselben ,  so  ist 


l 

R.. 


E. 


=  + 


dx  (Py 

dv  dv2 


dy  d2.v  ^ 
dv  d v2 


=  4- 


m+ml 

dx  dly  _  dy  d2x 
du  du2      du  du2 


(43) 


LW  +  \d  u)  J  , 

oder  mit  Berücksichtigung  der  Gleichungen  (36a) 

l  ,    J_  f dx    d*x     .    dy    d2y  1  ,    J_  dW 

Bm  ~  —  Ws  (dv  dudv  "•    dv  dudvl  =~  —  TT2    du 

i        ,    i   ia«  j^    .dy  c2v  i  j 

oder  endlich,  abgesehen  vom  Zeichen1) 


dW 
W2   dv 


l 
BZ 


wobei 


du 


\w)'->     Bv      dv\W) 


(43  a) 


50.  a)  Sei  f  (z) 


Vf\{u+  iv)  •  U(u  —  iv). 
cz,  dann  wirdv) 


-|-  iy  =  cu  +  ic  U 


og    |tgf45  +  ^/^-^intY 

°re  j    ö^  '     2/  \l  +  6  sin  t^ 


1)  S.  Lagrange:  ,,Sur  la  construction  des  cartes  geographiques "  in  den 
„Nouveaux  memoires  de  l'Academie  royale  de  Berlin"  1779  pag.  173. 

2)  Statt  r3  wird  jetzt  Kürze  halber  o  gesetzt.  Da  für  diesen  Fall  f  («)  =  c, 
also  in  der  ganzen  Ebene  weder  Null,  noch  unendlich,  so  findet  in  der  ganzen 
unendlichen  Ebene  Ähnlichkeit  in  den  kleinsten  Theilen  statt. 
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Durch  Trennung  des  Reellen  vom  Imaginären  folgt: 
x  =  cu 


V  =  +  c  lo£ 


.{te(«  +  f)CiffSi)'J-  («) 

Das  Doppelzeichen  erledigt  sich  hier  sehr  einlach,  indem  das 
untere  Zeichen  in  das  obere  übergeht,  wenn  man  die  positive  F-axe 
mit  der  negativen  vertauscht.     Da 

dx  =  c  •     ^  =  0 

du  i     du  ' 

so  wird  das  Vergrösserungsverkältnis 

, .,        l  —  s2  sin  v2     9 
A2  cos  v2 

,  c    Vi  —  f2  sin  v2 

fi'    =    —7-     • 

A  cos  o 

Da  die  Wahl  der  grossen  Halbaxe  des  abzubildenden  entsprechend 
verkleinerten  Erdsphäroides  beliebig  ist,  so  kann  man  A  =  c  wählen, 
dann  würde 

1/ 1  —  s2  sin  v2 


k  = 


COS   V 


c  ist  also  nichts  anderes  als  das  Verkleinerungsverhältnis  der  darge- 
stellten Erdoberfläche  gegenüber  der  natürlichen. 

Für  u  =  const.  wird  x  =  const. ,  d.  h.  die  Meridiane  werden 
durch  gerade  Linien  parallel  zur  F-axe  dargestellt;  der  Nullmeridian 
ist  die  F-axe  selbst.  Für  v  =  const.  wird  y  =  const.,  d.  h.  die 
Parallelkreise  werden  durch  gerade  Linien  parallel  zur  X-axe  dar- 
gestellt ,  deren  Abstand  durch  die  Grösse  y  bestimmt  wird ;  die  X-axe 
ist  der  Äquator.     Eür  s  =  0  erhält  man 

x  =  cu 

(44  a) 


y  =  c  logn  tg  (45  -f  -|-) 


welches  die  Gleichungen  der  Mercator' sehen  Projektion  sind.  Die 
beiden  Gleichungen  (44)  sind  daher  die  Gleichungen  der  Mercaior- 
schen  Projektion  für  die  Abbildung  des  Ellipsoides  auf  die  Ebene. 
Man  kann  hiefür  nach  dem  vorhin  gesagten  auch  die  Gleichungen 
(44a)  gelten  lassen,  wenn  man  an  Stelle  der  geographischen  die 
coordinierte  Breite  verwendet.  Einfacher  wird  es  jedoch  direkt  die 
von  s  abhängigen  Glieder  in  y,  nach  Potenzen  von  s  geordnet,  zu 
entwickeln.     Es  ist 

8 

t          /l  —  s  sin  v\H  r  1     «     «t    ■        -n 

log«  (v— , • — )     =  —  £  I  £  sin  v  4"  4-  £   sin  vA\ 

0     \1  +  f  sm  «/  L  '     *  J 

=  —  £2  sin  v  —  -£  £4  sin  v3 
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folglich 


x  =  cu 


ij  =  c\  \ogn  tg  (45  -J-  \  v)  —  £2  sin  v q-  sin  v's    ■ 

Tafel  11  enthält  die  wegen  Abplattung  von  y  zu  subtrahierende 
Correktion 


0)  Sei 


£  =  f2  sju  v  _|_  _      SU1  y3> 


also 


wobei 


daher 


f(z)*-iCrr*"i 

x  -f-  *y  =  /(«  4;  *V")  =  /  Ce±"iw"  (cos  /»«  —  /  sin  ;#*<) 

__  Q  e±  mv"'  ($]n  mu  _|_  l  cos  ^jW^ 


ioS,  jtg(45  +  f  )(;--• :;;;;:) 


>)+  /« . 


'-*B(*  +  f)±"(r^£-3±"{- 


Es  ist  demnach 

x  =  Ce±"10'"  sin  mu 

y  =  Ce±mv'"  cos  mu. 
Behält  mau  hier  das  untere  Zeichen-')  bei,  und  beachtet,  dass 


so  wird 


tg(45  +  f)-*"  =  tg(45-^)"\ 

S 

*-(7tg(46-T)    (r^Tfi^)        Bin 

y  =  6'tg(45-4-rc+fsin'ri 

17  °  \  2  /      \1  —  £  sin   P/ 


»Jtt 


1)  Da 


cos  mu 


j*  t  \  si  —  imz  s*    ±i>iv'"  ,  .     .  . 

/  (z)  =  m Ue  —  mCe  (cos  mu  —  i  sm  mu) 


(45) 


=  m  C '  tq  ( 45 )      (  — : )  (cos  mu  —  i  sin  mu) 

J  \  2/      \1  —  e  sin  v) 

welcher  Wert  für  jedes  v  und  u,  mit  Ausnahme  von  v  =  +  90°,  d.  h.  für  alle 
Punkte  der  Engel  mit  Ausnahme  der  Pole  endlich  bleibt  und  nicht  verschwindet, 
so  wird  in  allen  Punkten  mit  Ausnahme  der  Bilder  der  Pole  Ähnlichkeit  in 
dun  kleinsten  Theilen  stattfinden. 

2)  Weil  für  das  obere  Zeichen  der  Radius  des  Parallelkreises  von  der  Breite 
v  =  90° 


würde. 


9  -  Vat+lf  =  Ce+>»'"  =  Ctg  U+l)    (11T6S-nT  2  -  oo 

17  °  \       '    2/     \1  -f-  £  sin  o) 
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Durch  Elimination  von  v  erhält  man 

=  tu:  m  u 
v        s 
oder 

x  =  y  tg  m  u  (45  a) 

als  Gleichung  des  Meridians  der  Länge  u\  dieser  ist  daher  eine  durch 
den  Ursprung  gehende  Gerade,  welche  mit  der  F-axe  (dem  Null- 
meridian) den  Winkel  mu  eiuschliesst. 

Durch  Elimination  von  u  ergiebt  sich 

,J  +  y2=[Ctg(45_|)»(i±i^)^J  (45b) 

als  Gleichung  des  Parallelkreises  der  Karte  von  der  Breite  v.  Die 
Parallelen  sind  daher  Kreise,  deren  gemeinschaftlicher  Mittelpunkt 
im  Ursprung  ist;  und  deren  Halbmesser 

e 
n  ,      /  .-•  V  \m  /l  +  s  sin  v\mT 

g  =  C  tg    4ö (.^- — , — 

°  \  2  )     \1  —  £  sin  vi 

Für  s  =  0  gehen  diese  Gleichungen  über  in 
x  =  y  tg  mu 

^  +  ^  =  Ctg(45-|)w, 

welches    die   Gleichungen   der   bereits    früher   behandelten    Kegelpro- 
jektion von  Lambert  sind. 
Da 

doc  n  ,      /.-.  v  V«  /l  +  s  sin  iAm~2 

äi  =      »6tg(45--)    (i^TS-üj      cosm" 
|I  _  -,mC  tg  (45  -  f )"  (l  +  ü!"-_?psiu  .. 

0W  °  \  2  /     \l  —  s  sin   v} 

ist,  so  wird 

W  =  zw  p 

und  das  Vergrösserungsverhältnis 

,         Yl  —  £2  sin  vl 

k  =  — 7 •  mg. 

A  cos  v  ^ 

Für  den  Halbmesser   g  kann   man  wieder   den    einfacheren,   für 
die  Kugel  geltenden  Ausdruck 


e'  =  6Mg(45-f)' 


verwenden,  wenn  man  für  v  die  coordinierte  Breite  setzt;  entwickelt 
man  aber  den  Ausdruck  für  g  direkt  nach  Potenzen  von  s,  so  wird: 


(\     i     .-  *:„     \     2         ii         s2     •  ,    ms  (ms         1\f2sii 

(1  +  s  sin  v)      =  1  +  m  -  sin  v  +  -   (  -  —  lj  — - 

,    ms  (ms         *\  (ms         n\  s3  sin  » 


sin  vz 
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oder  bis  inclusive  Gliedern  4.  Ordnung  der  Exeentricität: 


ms"    .      .,    .    m's*    .      9    .    wie* 


-4-  e  sin  y)       =  1  -f-  m  —  sin  y —  sin  v-  -j —  sin  y2  -|-  —  sin  y3 

»ne 
/1  •         \~~2~  ii  E2     •  ,      W*«3     •         9     .     WJ2e'      •         9     .     WIE*      •  , 

(1  —  esiny)       =  1  4-  m  —  sin  y  h —  sin  y2  4 — =-  sin  v-  4-  -tt-  sin  y3 

daher 

/l  -f  e  sin  «AT         i     ,  9     •  ,    wt2«'     .       ,    .    ms*    .       o 

Vi  -  6  sin  v)      =sl+m  £~  sm  v  +  -J-  Sm  y   +  1"  Bm  V 

q  =  C  tg  (45  -  |)  [l  4-  m  £2  sin  y  4-  "■£  sin  *'  4-  "£  sin  »■]  . 
Setzt  man  daher 

#  =  tg  (45  —  — J  "  I m  £2  sin  y  4/-  1t^~  sin  y2  -f«|  sin  y3l , 

so  ist 

,_0[tg  («_!)-  +  .]• 

C  bestimmt  wieder  den  Massstab  der  Karte. 

Wie  schon  erwähnt,  ist  diese  Projektion  identisch  mit  der  §  27 
behandelten    Lambert' 'sehen   Kegelprojektion,    für    welche    die    Werte 

von  tg  (45  —  ~  V  in  Tafel   10  enthalten  sind. 

Das  Vergrösserimgsverhältuis  ist 

45-4)        ,    ,        •       .T      

2/      /l  4-  e  sin   v\  a    ,/i 2~^ ö-        ?«9 

/c  =  — T -  (  — = — )      y\  —  e*  sin  v  =  — -  , 

.4  cos  ü  \1  —  e  sin  •<>/       y  r%   ' 

wo  man  auch  C  =  A  setzen  kann. 

Für  m  =  1  wird  es,  wie  schon  pag.  110  erwähnt  ist,  die  stereo- 
graphische Projektion;  für  das  Ellipsoid1)  wird  hiefür2),  wenn  man 
die  Poldistanz  p  =  90  —  v  einführt: 


«'.CfYl±l.~5£y  tat 

\l  —  e  cosp/       °  2 

a 
p2     /l  +  e  cosMlT 

1  \1  —  £  COS  p) 


*•  =  c  * 


E*  cos 


2  ^t  cos  £- 

Diese  Werte  von  q  und  A',  so  wie  der  Wert  von  K'  =  k"1  ist 
für  C  =  A  =  1  aus  Tafel  3  zu  entnehmen,  wobei  das  Argument  der 
Tafel  die  Poldistanz  (mit  v  bezeichnet)  ist. 

Der  Wert  von  k  ist  selbstverständlich  von  v  abhängig;  differen- 
ziert man  den  allgemeinen  Ausdruck,  so  wird 

dk dg        drt 

£  "  "   Q   '  '   rt  ' 


1)  Eigentlich  nicht  mehr  perspektivische  Projektion. 

2)  Weil 


V  =  2  sin  ( 45  —  M   cos  (45  —  ^-j 
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und  da 


also 

ist,  so  folgt 


dg  dv      ,  ,       cos  v d v 

_*  =  _  m  -        4-  m  s-  „        5—= 

q  cos  fl     ■  1  —  s2  sin  v 

d»'i  .  ->       ,       o  sin  «  cos  rrZr 

— i  =  —   tg  Vdv  4-   El =— r        5    , 

r,  °  '  1  —  £2  sin  v2  7 


(m  -  sin  v)  (l  -  ^)  , 


dfc  =         _  *      /_        _._    n  /,         s2 
dv  ( 


-r-  = 7- ~ ~ — rr-  (m  —  sin  v) 

d  v  rt  cos  v  (1  —  e2  sin  t>2)    v  7 

und  da  der  erste  Faktor  stets  positiv  ist,  so  wird  das  Vergrösserungs- 
verhältnis  von  v  =  0  bis  zu  dem  Werte  von  v ,  für  welchen  sin  v0  =  m 
ist,  abnehmen,   für  welchen  Wert  man  das  Minimum  von  k 


=         mC__   /l-m\  .  n_+_sm\  *    yl_s*m, 
—  m2    V1  +  m)      \1  —  f''7 


mC 


erhält,   von  wo    aus   der  Wert  wieder  zunimmt,    vorausgesetzt,   dass 
m  ein  echter  Bruch  ist. 

Die  Constante  m  bestimmt  Lambert1)  so,  dass  für  zwei  bestimmte 
Parallelen  von  den  Breiten  v]  und  v2  die  Längengrade  auf  der  Karte 
und  auf  dem  Ellipsoide  im  gleichen  Verhältnis  zu  den  Breitengraden 
stehen;  dann  müssen  es  auch  die  Halbmesser  der  sie  darstellenden 
Kreise  sein,  und  da  diese  auf  der  Karte 

e,  =  Ctg  (45-0";    h_  (Mg  ■(«_£)- 

sind ,  wenn  v,  v"  die  coordinierten  Breiten  sind,  und  auf  dem  Ellipsoide 
A  cos  vt  A  cos  v2 


so  muss 


daher 


Vi  —  s2  sin  vf  Vi  —  s2  sin  v22 

2  /  \  cos  r,  -,  / 1  —  s2  sin  v92 


_   COS  Vt  i  /  1 

~~  cos  v,  V    l 


s2  sin  t\ 


2"> 


log„  cos«,  —  log „cosfl2— §\ogn  (1—  s2  sin  vfl+l  logre  (1-  s2  sin  r22) 

»»  = t-, ,  (46) 

logKtg(45-|j-logB  tg(45-^-) 

wo  man  auch 

log„  (1  —  £2  sin  Vj2)  =  —  e2  sin  vt2 

log„  (1  —  £2  sin  v22)  ==  —  s2  sin  v22 

setzen  kann.   Für  ^=30°,  v2  =  70°  wird  m  =0*78327,  das  Minimum 

von  k  fällt  auf  die  Breite  51°  34'. 

Fällt  das   Centrum  der  Parallelkreise  aus   der  Karte  heraus,   so 

wird  man  sich  zunächst  auf  dem  ersten  Meridian  die  einzelnen  Grade 

und  Untertheile  auftragen,  und  durch  diese  die  Parallelkreise  durch 

ihre  Coordinaten  construieren.     Dieselben  sind 


1)  Für  die  Kugel;  hiefür  wurde  die  Lösung  bereits  früher  (pag.  112)  gegeben. 
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x  =  q  cos  m  k 
y  —  q  sin  ?nX} 
wo  x  auf  dem  ersten  Meridian  vom  Pole  aus  gerechnet  ist,  oder 

x  =  q  cos  m  l  —  x0 
y  =  q  sin  m  A  , 
wenn  der  Anfangspunkt  um  xn  vom  Pole  absteht,  welch  letztere 
Formeln  man  immer  verwenden  wird.  Wählt  man  hierbei  für  A  die 
Längen  der  zu  zeichnenden  Meridiane,  so  hat  man  gleichzeitig  einzelne 
Punkte  für  diese  erhalten,  und  kann  sie  demnach  sehr  einfach  zeichnen. 
Diese  Projektion  wurde,  wie  schon  mehrfach  erwähnt,  zuerst 
von  Lambert,  in  seinen  ,, Beiträgen  zum  Gebrauche  der  Mathematik" 
angegeben.  Gauss  macht  auf  dieselbe  in  seiner  Abhandlung  „Allge- 
meine Auflösung  der  Aufgabe,  die  Theile  einer  gegebenen  Fläche 
auf  einer  anderen  gegebenen  Fläche  so  abzubilden,  dass  die  Abbildung 
dem  Abgebildeten  in  den  kleinsten  Theilen  ähnlich  wird",  aufmerksam, 
bemerkt  aber  (Ges.  Werke  Bd.  V,  pag.  204),  dass  diese  Projektion 
nicht  mehr  neu  ist,  sondern  unter  anderen  schon  von  Harding  für  die 
Blätter  19  bis  26  seiner  Sternkarten  (1808—1822)  angewandt  wurde. 
Doch  hat  die  geographische  Gesellschaft  in  Petersburg  diese  Darstel- 
lung zur  grossen  Karte  von  Russland  (12  Blätter  1  :  1(38000)  unter 
dem  Namen  Ganss'ache  Projektion  verwendet.  Die  Karte  erstreckt  sich 
zwischen  36  und  68°,  m  ist  so  bestimmt,  dass  vx  =  46°,  v2  —  58°  ist. 
Die  Änderung  des  Vergrösserungsverhältnisses  ist  sehr  unbedeutend; 
für  den  Parallel  von  52°  Breite  beträgt  die  Verkürzung  0*994,  und 
für  die  äussersten  Parallelen  tritt  eine  Vergrösserung  auf  1031  und 
1-040  auf  (siehe  pag.  113). 

c)  Ist  f(z)  =  c(e*  —  e~c),  so  ist 
x  -f  iy  =  c  (e"*±iv'"  —  er  «*  +  ■'"'") 

=  c  [e">  (cos  v"  +  i  sin  r")  —  e~~"3  (cos  v"  -j-  i  sin  ?'"')] 

=  c  {c"[  —  e— M  cos  v"  +  ic  (e"3  -4-  e-"3)  sin  v" 
folglich 

x  —       c  (<"'■■  —  e~ «»)  cos  v" 

y  =  +  c  (e">  -}-  e~"-')  sin  v" 

v    =log„|tg(45  +  ¥j  (l  +  fsill/.) 

und  stets  das  positive  Zeichen  genommen  werden  kaiin,  da  das 
negative  nur  eine  Vertauschung  der  positiven  mit  der  negativen  Halb- 
axe  der  y  bedeutet.     Man  findet 

'  ''  =  c  (>"•  +  e  '  "0  cos  v" 

'  •'    =  c  (e"1  —  e~"A  sin  v" 
du3  J 


wobei 
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folglich  das  Vergrösserungsverhältnis 

ki  =  C2  re2«3  _L  e-2«,    ifg  cos  2y'"j  *  7./2-^^  • 
LI  i  J      A*  cos  «2 

Als  Gleichung  der  Meridiane  findet  man  durch  Elimination  von  v" 

y 


j 1 =  i. 


Die  Meridiane   sind    demnach  Ellipsen.     Um    die   Gleichung   der 
Parallelkreise  zu  erhalten,  folgt  zunächst 

x 


eU3     _    g-Kj     = 

C  COS  V 


e«3  _|_  e-«s  = 
hieraus 


2e«3    =     "a   ,„-| X-t 

c  cos  ü       '    c  sin  ü 

aj  y 


c  cos  v  c  sin  v 

und  durch  Multiplication  der  beiden  letzten  Gleichungen 


yl  x2 


4  c-  sin  r'"-  4c2  cos  v'"z 

Die  Parallelkreise   sind  demnach  Hyperbeln.     Für  die  Meridiane 
ist,   wenn  man  mit  a,   b  die  grosse  und  kleine  Halbaxe,    und  mit  E 
die  numerische  Excentricität  bezeichnet: 
a-  =  c'1  (eu*  -f-  er-^f 
l,?  =  c-  («*  —  e-^f  =  a2  (1  —  E2), 


folglich 


c  (e^  +  e~M ;     E  =  -.:     aE  =2c 


und  die  grosse  Halbaxe  liegt  stets  in  der  Richtung  der  y. 

Für  die  Parallelkreise  ist  mit  Beibehaltung  derselben  Bezeichnung 
a2  =  4c2  sin  v'"  2 

b2  =  4c2  cos  v""1  =  «2  (£'2  —  1), 
folglich 

«  ==  2c  sin  ?;"',     i?  =  cosec  v'" ,     aE  =  2  c 

und  die  reelle  Halbaxe  fällt  immer  in  die  Richtung  der  y.  Man  er- 
sieht hieraus,  dass  bei  dieser  Projektion,  welche  von  Fiorini  (1.  c. 
pag.  52G)  angegeben  wurde,  die  Meridiane  confocale  Ellipsen  (denn 
die  lineare  Excentricität  aE  ist  für  alle  Meridiane  dieselbe;  die 
Brennpunkte  liegen  in  der  Entfernung  2c  vom  Kartenmittelpunkt) 
die  Parallelkreise  confocale  Hyperbeln  sind  (für  welche  die  Brenn- 
punkte ebenfalls  die  Entfernung  2c  von  dem  Kartenmittelpunkt  haben). 
Für  die  Meridiane  liegen  die  grossen  Axen,  für  die  Parallelkreise  die 
reellen  Axen  in  der  Richtung  der  F-Axe;  es  ist  diese  Projektion  also 
nicht  identisch  mit  der  von  Lltlrow  angegebenen,  bei  welcher  die 
Meridiaue  confocale  Hyperbeln  und  die  Parallelkreise  die  orthogonalen 
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Trajektorien,  also  ein  System  von  confocalen  Ellipsen  darstellen.  Da 
diese  Projektionen  aber  kein  praktisches  Interesse  haben,  so  gehen 
wir  auf  dieselben  nicht  weiter  ein. 

51.  d)  Conforme  Abbildungen,  mit  kreisförmigen  Meridianen 
und  Parallelen.     Lagrangesche  Projektion.1) 

Sollen  die  Bilder  sowol  der  Meridiane  als  auch  der  Parallelkreise 
Kreise  sein,  so  müssen,  analytisch  gesprochen,  die  Krümmungsradien' 
der  sie  darstellenden  Curven  in  allen  Punkten  derselben  constant  sein ; 
d.  h.  es  muss 

d  v  '  du 

sein.  Beide  Gleichungen  führen  auf  dieselbe  Bedingung  (s.  Glei- 
chungen (43  a))  d%      .  j  . 

düW  \w)  =  °* 

Hieraus  folgt  auch,  dass  die  Bedingung,  dass  eine  der  beiden 
Netzlinienschaaren  Kreise  sein  soll,  auch  schon  die  Erfüllung  der- 
selben Bedingung  für  die  zweite  Schaar  mit  sich  bringt.2)  Setzt  man, 
um  die  letzte  Gleichung  leichter  behandeln  zu  können, 

l  ^    /      .    -  \ 


so  ist 


Vft'fr  +  iv)           1V    ^ 

*v) 

1          —  ©   ru 

iv)} 

Yfi  (u  —  i  v) 

W  ""  @1    (W  +   iV)    @2  («  " 

—  iv) 

(,V)  =  ®\   0   +  iV)  ®2    («  -  t")  +  ®1    («  +  '«)  ®2  C«  -  «*0 


Ä"  (w)  =-iöt  («+*«0  ®2'>— f»)+*«/>+*»)^(«--<»)— °. 

so  dass  sich  die  Bedingung  ergiebt: 

©,"  {u  -f  t  «)  ©2"  (m  —  *'  ») 

0,  (w  -f  iv)  ®2(a-i«))   ' 

welche  Gleichung  nur  erfüllt  sein  kann,  wenn  jeder  der  beiden  Quo- 
tienten gleich  einer  Constanten  a-  ist,  so  dass,  wenn  man  für  einen 
Augenblick  z  —  u  -4-  *'v  und  ®(z)  =  Z  setzt,  die  Differentialgleichung 

— —  =  a~  Z 

dz- 

folgt,  deren  Integration 

Z  ==  .4,cas  -f  Bte  a:, 
oder 

©j  (M  _|_  |y)  =  4  ««(«+'•)  +  i?,e- «<«  +  «» 

1)  Wobei  die   gerade  Linie  auch  als  Speziallall  des  Kreises  aufzufassen  ist. 

2)  Diese  Projektion  wurde  von  Lagrange  in  seiner  Arbeit  „Sur  la  construction 
des  cartes  geographiques"  in  den  „Nouveaux  rnemoires  de  l'Acadeinie  Royale 
des  sciences  et  belles-lettres"  1779  pag.  lCltt'.  gegeben. 
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liefert.     Hiermit  wird 

oder 

d/  (Y)  =    1      d(A^at4-Bt) 
'"  '        2ÄiU     (^c^'  +  B,)» 
und  integriert 1) 

^  (Z)  =  ~~  2Ä~^  '   (^«'+1^  +  C- 
Setzt  man 

—  2A12a  =  M,      —  2AlBla  =  N 

und  restituiert  den  Wert  von  Z}  so  wird 

f  (u  4-  iv)  = 9  ,    * •  (47) 


1)  Hier  ist 

=  (v  +  sJ    =  \Ä7f'  +  Ble-°0    5 

dies  kann  nur  Null  werden  für 

eaz  =  0  oder  oo 
und  unendlich  für 

e  At  M  ~  A' 

oder  wenn  a  =  —  ci  und  der  spater  eingeführte  Wert 

benützt  wird: 

e-^-=0  oder  oo ;     e-2"'*  =  —  tg  (45  +  ^V" 

und  es  ist 

e — ciz   __     — c t («+»'"  1)    _      cv"  —ein 
. — 2c?«   __     2cv'"—2ciu 

Setzt  man  hier  auch  wieder 

v"  =  log«  tg  (45  -f  — j  , 
also 

e""'=%(45+f)C, 

wo  ?ti  die  coordinierte  Breite  bedeutet,  so  wird 

e-c;3  =  tg  /45  -j__  l    (cos  c?<  —  ^  sin  cm) 

e-2c(3  — .  tgf45  +  2J   (cos  2cm  — *' sin  2cm). 

Der  erste  Ausdruck   wird  Null   oder  unendlich  für  w  =  +  90°,  also  für  die 

beiden  Pole  ;  der  zweite  Ausdruck  wird  gleich  —  tg  (45  -f-  —  Vfür  to  =  w0  und 

2  cm  =  180,  d.  h.  in  dem  Schnittpunkt  des  geradlinigen  Parallels  in  der  Länge 
von  180°,  also  im  Antipodenpunkte  des  Kartenmittelpunktes;  es  können  also 
Discontinuitäten  nur  in  diesen  Punkten  stattfinden,  sonst  ist  überall  Ähnlichkeit 
in  den  kleinsten  Theilen. 

Herz,  Iiandkartcnprojektionen.  17 
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wobei  man  die  Constante  C  =  0  setzen  kann,  weil  f(z)  =  x  -f-  iy  ist, 
also  die  Constante  C,  nach  rechts  geschafft  sich  mit  x  verbindet,  und 
x  —  C  =  xx  ebenfalls  eine  Abscisse  in  einem  um  C  gegen  das  frühere 
in  der  Richtung  der  x  verschobenen  Coordinateusysteme  ist.  Welche 
Werte  man  auch  den  3  Constanten  M,  N,  a  beilegt,  immer  wird  die 
Eingangs  gestellte  Bedingung,  dass  die  Meridiane  und  Parallelen 
kreisförmig  sind,  erfüllt  sein;  wir  setzen: 

M  =  —  Ai,         N  =  —  Bi\         a  =  —  et 
und  erhalten1) 


f(u  +  iv'")  =  f{z)=  — - 


2ciz 


Ae-iClz  +  B  Ae"c:+Be,c: 

e-c{v'"—iu) 
X  4-  iy  =  i  T-777 — r-t r-rr, — r-p' 

Aec(v   ~1U)  4-Be     [v   ~,v) 
Multipliciert  man  Zähler  und  Nenner  mit 

Aec(v"'+iu)     I     ße—c(v'"-\-iu) 

und  zerlegt  in  den  reellen  und  den  imaginären  Theil,  so  kömmt: 

A  sin  2  c  u 


X  =  — 


y  = 


:*  e2cv'"  +  2AB  cos  2c«  +  B2e-2cp" 

A  cos  2cu-\-Be~2cv" 

A2^cvT"  +  2AB  cos  2cu  +  B*e-2cv'" 


(48) 


Dass  die  Netzlinien  Kreise  sein  werden,  ist  a  priori  bekannt,  da 
die  Funktion  /"darnach  bestimmt  war;  um  aber  auch  ihre  Gleichungen 
zu  erhalten,  muss  der  bereits  wiederholt  verwendete  Weg  eingeschlagen 
werden. 

Eliminiert  man  v'",  so  erhält  man  die  Gleichung  des  Meridians 
von  der  Länge  m;2)  eliminiert  man  w,  so  erhält  man  die  Gleichung 
des  Parallels  von  der  Breite  v ,  für  welchen 

»'"-log,{tg(45+i)(i^^f}- 

Man  hat  zunächst: 

g    _  Ai  +  ■>ABe-2cv"  cos  2cu  +  B-e~Acr"' 
X    ~T~V"~  (A2e2cv'"  +  2AJJ  cos  2,-u  +  B*g-2ce")2 

(4*c3c'"'"  +  2JJB  cos  2CM  +  BH~2cv'    )  e~2c° 
(A*e">''  +  245  cob2c«  -f  B*4T*C'"'  )2 

_  e-2cg" 

"  A2e2cp"  +  2  45  cos  2cu  +  52e-2c8'"  ' 


1)  Lagrange  nennt  c  den  Exponenten  der  Projektion. 

2)  Es  ist  zu  bemerken,  dass  die  Projektion  b)  aus  dieser  hervorgeht,  für 


B  =  o,        4=1,       c==7 
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demnach 

-^Jf — -  =  Ae2cv'"  cos  2cu  +  B 
x-  +  y1 

=  —  Ae2cv"'  sin  2cu. 


x*-\- 

Hieraus  erhält  man,  indem  man  in  der  ersten  Gleichung  B  nach 
links  schafft,  und  die  beiden  Gleichungen  durch  einander  dividiert 

X 

w  +  ä  cot  2  c  u  o    ,       9 

iLJL- ^ =  x-  +  y2, 

oder 

/           cot2cu\-    ,    /  1  V  1  //ia„\ 

(* 2B")    +  V  —  ^    =  4  2?«sin2gM«  (49a) 

Es  sind  daher  für  diesen  Kreis  die  Coordinaten  des  Mittelpunktes 

_  cot  2cw  #  l 

X°  2J5     >  y°        2J3 

und  sein  Halbmesser 

l 

>0  _:     25  sin  2  cw 

Die   Gleichung   (49a)   wird   erfüllt   für  x  =  0,   ?/  ==  0,   und   für 

x  =  0,  y  =  ~- ;    da  also   durch   diese   beiden   Punkte   alle  Meridiane 

gehen,  so  repräsentieren  sie  die  beiden  Pole;  die  F-Axe  selbst  ist  der 

erste  Meridian. 

Schafft  man  wieder  B  auf  die  linke  Seite,  quadriert  und  addiert, 

so  folgt 

(      V         _    /?Y  4-         X%        =  A-Picv"' 
V  +  y*  )     *    (x2  +  y*f 

oder  entwickelt: 
y2  -  2B  (x*  +  if)  y  +  (*'  +  \rf  ß2  +  a?  =  ^4"""  (*2  +  </2)2 
O2  +  2/2)  -  2  By  {x*  +  2/2)  -.  (,4V-"'  -  2?2)  (*2  +  y2)2 

und   wenn   man  durch  x2  -\-  y2  abkürzt,    da  dieser  Ausdruck  nur  für 
den  isolierten  Punkt  x  =  y  =  0  verschwinden  kann, 

1  _  2By  =  (^V1™'"  -  i?2)  (.T2  +  y2) 

^  .  U2  i        2Bv      = i 

'  A2e4™'"  —  £2        A2e4cö"'  —  B2 

*    +  ^  i-  ^w  _  _g2J    =  -  (jtfcv"'  _B2y  \         > 

Die  Coordinaten  des  Mittelpunktes  und  der  Halbmesser  des  Parallel- 
kreises sind  also 

B  Ae2cv'" 


x0  —  U,      y()  — 


A*eicv'"  -  B»-'  °        A*e*cv'"  —  B* 

17* 
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Zur  Bestimmung  des  Vergrösserungsverhältuisses  findet  man 

dx  _  (A2e2cv'"  -f  £2e-2cp")  2Äc  cos  2cu  -f-  4^2.Bc 

<***  ~  (J.2e2cr"'  +  2^L.B  cos  2eu  +  Sae-2"'")* 

cty  _       _  (^'e'"*"'  +  .B2e~2cg'")  2^Lc  sin  2cu  -  4^1.B2ce~2cg'"  sin  2  cm 
du  ~~  (Aze2cv'"  +2 Aß  cos  2cw  +  £*<r2cr'")2 

folglich  nach  gehöriger  Reduction : 

( **\a  J_  (f^Y 4^2c2 

ViiJ    +  \d  J    '        (A*e2cv"'  +  B*e-2cv"  +  2^5  cos  2cw)2     ' 

woraus  das  Vergrösserungsverhältnis  folgt: 

2Acl'l  —  f2  suTT2 


A  = 


(A*e2cv'"  +  2AB  cos  2ctt  +  -B2e-2c"")  A  cos «' 


wo  zur  Unterscheidung  von  der  Constanten  A  der  die  Abbildung 
definierenden  Funktion  der  Aquatorhalbruesser  der  Meridianellipse  mit 
A0  bezeichnet  ist. 

Es  sollen  nun  für  A  und  B  andere  Constanten  eingeführt  werden. 
Tn  der  Karte  waren  die  Coordinaten  der  beiden  Pole 

Soll  die  Entfernung  der  beiden  Pole  2d  sein,  so.  muss 

sein  und  damit  wird  die  Gleichung  der  Meridiane 

(y  —  d)2  -j-  (#  —  rf  cot  2cm)2  =  tf2  cosec  2c«2. 

Die  Coordinaten  der  Mittelpunkte  sind  x  =  d  cot  2c?/,  y  =  d. 
Sind  also  (Fig.  62)  Z5,  P'  die  beiden  Pole  der  Karte,  halbiert  man 
TP'  in  Q,  zieh't  durch  Q  die  Parallele  zur  X-Axe,  so  liegen  die  Mittel- 
punkte sämmtlicher  Meridiane  in  dieser  Geraden.  Macht  man 
xPz  =  2cu ,  so  ist  M  der  Mittelpunkt  des  Meridians  von  der  Länge  ?/. 

Nachdem 

=  log,  tg  (45  +  f ) 
ist ,  wenn  w  die  coordinierte  Breite  ist,  so  ist 
*•*  =  tg  (4f>  +  ff'- 
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Setzt  uiiui  nun  ^-  =  a ,    so  erhält  man  für  die  Coordinaten  des 


/>' 


Mittelpunktes  des  Parullelkreises 

x0  =  Ü 

2/o  =  — 


2d 


und  für  den  Halbmesser 


«2tg(45  +  |) 


W\4c 
2> 

W\2c 

2~- 


(4ü\4c  ' 

45  +  |)    -1 


daher  die  Gleichung  des  Parallelkreises 

2d  V 


iv\2<: 


*2  +  /  y  + 


a2  tjr 


WA4« 


Kl) 


'2  «<Ug  (45  +  D 

45  +  1)    -1^ 


Soll  der  Parallelkreis,  dessen  coordinierte  Breite  io0  ist,  durch 
die  Gerade  Q  M  dargestellt  werden,  welche  im  Halbierungspunkte  der 
Geraden  PP'  auf  dieser  senkrecht  steht,  so  wird  der  Halbmesser  dieses 
Parallels  und  die  Ordinate  seines 
Mittelpunktes  unendlich,  daher  : 

•2d 


t*tg 


(«+?) 


W0\^ 


=  CX>, 


oder 


er  -  cot  (45  +  ff- 

Setzt     man     nun     Kürze 
halber1) 

«  tg  (45  +    y)2C 

=cot(45+^)2Ctg(45+fr 


so  wird  für  irgend  einen  Paral- 


2d 


lelkreis 

xa  t=s  ^  5     ?/o  ~       ^2  _  j 
_      2dn 
r~n2-l 

und  dem  absoluten  Werte  nach 

r  =  ny0. 

Aus  der  Gleichung  des  Parallelkreises 

4dy   _       4d2 


2ig.  62. 


x~  +  2/2  + 


n2-l 


1)  Eigentlich  +  cot  (45 -}- -^j     ;   eine  Änderung  des  Zeichens  bewirkt  aber 

nur  eine  Vertauschung  der  beiden  Schnittpunkte  y,  und  yz  des  Parallelkreises 
mit  der  Y-Axe  und  eine  Änderung  des  Zeichens  von  r. 
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ist  ersichtlich ,  class  für  x  =  0 

2d       -      2nd 

!/  =  —  ^rzn± 


1  —  w2  —  1 

Man    erhält    also    für    die  Schnittpunkte  des  Parallels   mit  dem 

ersten  Meridian 

2d  _  2d 

V\        n  _j_  i  i     Vi  —        n  —  1 

Der  erste  ist  der  zwischen  P  und  P'  fallende  Punkt  /»,. 

Ist  also 

?n]P=yi;        mlP'^yl'i 
so  ist 

2d 

tJi  ~  n  +  1  » 
daher 

o  ,  "2  d  '2  rf  n 

1/1  n-)-l         w  +  1 

folglich 

II -»-'. 

Es  bedeutet  also 


cot  (45  +  ff  tg  (45+  ff 


das  Abstandsverhältnis  des  Punktes,  dessen  coordinierte  Breite  w  ist, 
von  den  beiden  Polen. 

Führt  man  die  Constanten  d}  a  und  die  Variable  n  in  die  Glei- 
chungen (48)  ein,  so  wird 

2nd  siu  2cu 


x  = 


y  = 


1  -f-  2  n  cos  2  c  u  -j-  n* 
2d  (1  +  n  cos  2cu) 


(48  a) 


1  -|-  2n  cos  2cu  -f-  «2 
und  der  Ausdruck  für  das  Vergrösserungsverhältnis  wird 

idncVl  —  £2  sin  r2 


(1  -|-  2n  cos  2 cm  -f-  w2)  A0  cos  v 


Die  Ausdrücke  (48  a)  können  dazu  dienen  die  Netzlinien  zu 
zeichnen,  wenn  die  Mittelpunkte  derselben  nicht  auf  das  Zeicheublatt 
fallen. 

In  den  bisherigen  Ausdrücken  war  der  Mittelpunkt  des  Axen- 
systenies  der  Pol  P.  Legt  man  jedoch,  wie  dies  mitunter  praktisch 
ist,  das  Axensy  stein  zu  Grunde  dessen  Mittelpunkt  Q  ist,  und 
vertauscht  die  positive  und  negative  F-Axe,  so  also,  dass  QP  die 
positive  JK-Axe,  QN  die  positive  Ä-Axe  ist,  so  wird  in  diesem  neuen 
Systeme 

x'=  —  x,  y'  =  d  —  y, 

oder 

y  =  d  —  y', 
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somit 


/  _  2nd  sin  2cu 

1  -f-  2n  cos  2cw  -f-  n^ 

, d  (n2  —  1) 

J  1  -f-  2n  cos  2cw  -}-  n2 

Die  Gleichung  des  Meridians  wird 


(50) 


(x  -f-  d  cot  2cuf  -f-  y'1  =  d2  cosec  2  c?/*'.  (50  a) 

Die  Gleichung  der  Parallelkreise 

,,    .    /  ,         w2  +  1     ,\2  4d2n*  ,,ftU 

Die  Entfernung  der  Schnittpunkte  m^  m2  von  Q  sind  demnach 

Ist  w  ^  w0,  so  wird,  da  zu  und  w0  kleiner  als  90°  sein  müssen, 
tg  («  +  f )  £  tg  (45  +  a )  , 


demnach 
also 


tg  (45  +  |)  cot  (45  +  ?)  £  1, 


n^  1. 


Die  Parallelkreise,  deren  Breiten  grösser  als  w0  sind,  liegen  also  auf 
der  positiven  Seite  der  y;  diejenigen  für  welche  die  Breite  kleiner 
als  w0  ist,  haben  sämmtlich  negative  y(  und  y2'. 

In  den  hier  abgeleiteten  Ausdrücken  kommen  noch  die  Con- 
stanten d,  iv0  (an  Stelle  von  a)  und  c  vor,  über  welche  man  nach 
Belieben  verfügen  kann,  d  bestimmt  den  Massstab  der  Karte,  und 
ist  ganz  willkürlich,  so  dass  noch  w0  und  c  zu  bestimmen  bleiben. 
Wenn  wQ  =  0,  so  wird  QM  den  Äquator  darstellen,  und  es  wird 


= tg  (* + f y 


An  Stelle  der  Constanten  c  könnte  man  auch  eine  andere  y  ein- 
führen, welche  bestimmt  ist  durch  y  —  de;  ist  der  Massstab  der  Karte 
(d)  bestimmt,  und  hat  man  für  e  eine  Wahl  getroffen,  so  ist  damit 
auch  y  ^bestimmt.  Im  allgemeinen  wird  es  keinen  Vortheil  bringen  c 
durch  y  zu  ersetzen  5  wenn  wir  jedoch  c  =  0  setzen,  so  wird  d  =  00 
werden  müssen,  wenn  y  eine  endliche  nicht  verschwindende  Constante 
bedeutet.  Für  diesen  Fall  würden  die  Halbmesser  der  Meridiane, 
weil  die  Constante  nicht  verschwindet,  unendlich,  die  Meridiane  also 
geradlinig  und  senkrecht  auf  der  X-Axe,  weil  allgemein  ihr  Mittel- 
punkt in  der  JT-Axe  liegt;  ebenso  sind  aber  auch  die  Parallelen 
geradlinig  und  senkrecht  auf  der  .F'-Axe,  weil  allgemein  ihre  Mittel- 
punkte  in    der  F'-Axe   liegen    und    n  =  1 ,    und  d  =  00 ,    demnach 

j-s — rc  =  00  ist.    In  der  That  wird  dies  die  Mercator' 'sehe  Seekarten- 

{n*  —  1) 
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projektion;  denn  der  Meridian  von  der  Länge  u  schneidet  die  A"-Axe 
in  einer  Entfernung,  welche  man  erhält,  indem  mau  in(50a)y'  =  0 
setzt;  dann  wird  allgemein 

i  -,    /  o  L  n        \  ,    1  —    C03  2CM  ,  , 

x  =  cl  (cosec  2cu  —  cot  2c u)  ===  a  —  ?—= =  a  tg  cn, 

v  sin  2 CM  °        ' 

daher  für  den  betrachteten  Spezialfall 

x  =  d  (cu  -f-  £c3w3  +  •••)=  dcu  (1  +  \c2u2  -J-  •  •  •)  =  yu. 

Die  Abstände  der  zu  gleichen  Längendifferenzen  gehörigen  Meri- 
diane sind  daher  äquidistant. 

Für  die  Meridiane  ist,  weil  der  Zähler  unendlich,  der  Nenner 
Null  wird,  y2'  =  <x>,  wie  ja  selbstverständlich;  ferner 

*(«+t)  +1 

Für  c  =  0  wird  der  Wert  des  Nenners  2,  und 
n     /„,    .Vo      ,-.  tg(45+f)2-1 

erhält  den  Wert  £ ;  sein  wahrer  Wert  ist  gleich  dem  Quotienten  des 
Differentialquotienten  des  Zählers,  durch  den  Differentialquotienten 
des  Nenners  genommen  nach  der  verschwindenden  Grösse  c ,  folglich  *) 
gleich 

2  tg  (45  +  |  f  log«  tg  (45  +  ~)  \  ,  w  v 

-±~-    —  — J  y  =  *r  log»  tg  (45  +  f ) , 

c=0 

woraus 


vi  =  y  log»  tg  (45  +   f) 


Lügrange,  von  dem  diese  Projektion  herrührt,  giebt  auch  mehrere 
Bestimmungsarten  von  c.  Das  Vergrösserungsverhältuis  ist,  wie  man 
sieht,  von  v  und  u  abhängig;  unter  gleichen  Breiten  wird  es  am 
kleinsten,  wenn  cos  2c  11  am  grössten  wird,  also  für  u  =  0,  d.  h.  im 
Meridian  des  Kartenmittelpunktes ,  hier  wird  dasselbe,  wenn  wir  uns 
im  Folgenden  der  Einfachheit  halber  auf  die  Kugel  beschränken, 

icd 


/>  = 


[tg  (45  +  f  )2Ccot  (45  +  £)*+2  +  cot  (45  +  f  )\  (45  +  £)2C]«  cos  V 


wenn  a  der  Halbmesser  der  Kugel  ist;  oder 

icd 


k  = 


[tg  (45  +  f  )Ccot  (45  +  !)C+cot  (45  +  %  )°tg  (45  +  |)CJ« 


Für  v  =  va  wird  , 

.  cd 


'  0 


a  cos  ü0 


„.   ..,  .,  da*  . 

1)  Weil  -*—  =  a*  logn  a. 
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Der  Ausdruck  für  k  wird  für  ein  gegebenes  c  ein  Minimum, 
wenn  die  Quadratwurzel  aus  dem  Nenner]  zu  einem  Maximum  wird. 
Ist  also 

N  =  ]/~^V  [tg  (45  +  ^Vcot  (45  +  |)° 

+  cot(45+^)ctg(45+^)C], 
so  wird 

4-  cot  (45  +  |)ctg  (45  +  0] 

.  ,    cot  (45  + |V_1 

+  f[/^sT[-tg(45+^- 


M 


+  cot  (45  +  fj 


tg(45  +  |) 


V\c-i' 


cos  (45  +  |A 
Setzt  man  für  den  Augenblick  Kürze  halber 

tg  (45  +  ^)ccot  (45  +  iy  =  <*, 

so  wird  diese  Gleichung,  indem  man  den  Nenner  2  /cos  v ,  der  nicht 
00  werden  kann,  weglässt, 

—  sin  v  |~u  H 1  4-  c  cos  v  \ -£-  -j ttttJ  —  0, 

L        '     pd  L       cos  #    '    (t  cos  üj 

oder 

-sin  *[**+£]-  2c  [p  -  £]  =  0. 

Der  Wert  v,,    für  welchen  £  ein  Minimum  ist,    folgt  daher  aus 

der  Gleichung 

nf  +  1  -2  c 

/üj2  —  1  —  sin  »j  ' 


wobei 

also 

oder 


%  4-  1    •  0 

,  sin  v,  =  2c, 
wx  —  1  » 

tg(«+y+tg(45+iy° 


sin  0,  =  2c 


(51) 


(51a) 


und    der    absolute   Wert   kx   des  Minimums    der  Vergrösserung    wird 
erhalten,  wenn  man  in  dem  Ausdruck  für  k  den  aus  (51.)  folgenden 

Wert 

2  c  4-  sin  v, 

n.  =  - — ! — = — - 

1         2  c  —  sin  vl 
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sie 


substituiert;  er  ergiebt  sich  zu 

d(4c2  —  sin  r,") 


4  a  c  cos  t'j 

Es  kann  nun  c  so  bestimmt  werden,  dass  für  einen  gegebenen  Punkt, 
dessen  geographische  Breite  v  ist;  k  ein  Minimum  werde.  Der  Me- 
ridian dieses  Punktes  muss  dann  als  erster  Meridian  gewählt  werden, 
oder  anders  ausgesprochen,  der  gewählte  Punkt  muss  im  Meridian 
des  Kartenmittelpunktes  liegen  und  c  der  Gleichung  (51a)  entsprechen, 
wenn  v'  für  vx  gesetzt  wird  (v0  ist  dabei  bekanntlich  die  geographische 
Breite  des  Parallels  des  Kartenmittelpunktes,  also  desjenigen  Parallels, 
dessen  Bild  geradlinig  ist).  Für  c  =  0  erhält  man,  wie  schon  er- 
wähnt die  Mcrcator  sehe  Seekartenprojektion.  Für  c  =  %  erhält  man 
die  stereographische  Projektion;  es  wird: 


,  .  2nd  sin  u 


r'-  +  f 


-f-  -2u  cos  u  -f-  n2 

Cl  («2  —   1) 


-f-  2w  cos  u  -f-  «2 


«  =  tg  (45  +  |)  cot  (45  +  |) 


Die  Coordinaten  der  Mittelpunkte  der  Parallelkreise  sind: 

diejenigen  der  Meridiane  : 

Xq  «=  —  d  cot  u ,        //„'  =  0  , 

also  für  eine  Ärp-iatorealprojektion,  für  welche  v0  =  Q,  wird 

n  =  tg  (45  +  |)  , 

daher  die  Coordinaten  der  Mittelpunkte  der  Parallelkreise 

tg(45-r-j)2  +  l 

*o'  =  0,     yu'  =  ^—      ;,,      -rf=rfcoseci; 

uud  diejenigen  der  Mittelpunkte  d  er  Meridiane 

a;0'  =  —  </  cot  u ,         y0'  =  0. 

Wenn  c  —  4-,  so  sind  die  Winkel  an  den  Polen  £?/,  also  höch- 
stens 90°:  man  kann  also  die  ganze  Erdkugel  iu  Form  eines  Kreises 
darstellen.  Nimmt  man  v0  =  0,  also  das  Bild  des  Äquators  gerad- 
linig, so  wird: 


=  /tg(45  +  |), 


daher  die  Coordinaten  der  Mittelpunkte  der  Parallelkreise 

2d 
x0  =  0t         y0  = 


tg(45  +  f)-l 
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und  die  Schnittpunkte  mit  der  V-axe 

'A ~  /tg(46+|)+i' ,Jl     y^+  :) 

Hieraus  folgen  die  Entfernungen  derselben  von  Q: 

/sin(45  +  -|-)  -/sin 


=  Qmx  =  d 


V\ 


(«- ;) 


g2  =  ^/w2  =  d—  tj,  =  d 


/sin  (45  +  ^)  +  /sin  («-- J-) 
/sin  (45  +  ^)  +  /sin  (45-^-) 
/sin  («  +  -J-)  -  /sin  (45-^-) 


Tafel  19  giebt  die  Werte  von  gt,  g2  für  d  =  \.  Hiermit  lässt 
sich  das  Kartennetz  sehr  einfach  zeichnen;  die  Mittelpunkte  der 
Meridiane  werden  erhal- 
ten, indem  man  den  Win- 
kel Z  P  Q  (Fig.  63)  z.  B.  in 
9  Theile  theilt,  (wenn  die 
Meridiane  von  20°  zu  20° 
gezogen  werden  sollen) 
und  die  Theilungslinien 
bis  Qx  verlängert.  Für 
die  Parallelkreise  trägt 
mau  sich  aus  der  Tafel 
die  Werte  ^  und  £2  von 
Q  gegen  P  auf,  und 
zieht  durch  mx  m2  die 
Kreise ,  deren  Mittel- 
punkte in  PQ  liegen. 
Fig.  63  stellt  einen  Quadranten  des  Netzes  in  dieser  Projektion  dar, 
wobei  die  Meridiane  von  20°  zu  20°,  die  Parallelkreise  von  10°  zu 
10°  gezogen  sind.  Natürlich  sind  die  drei  andere u  Quadranten  völlig 
symmetrisch. 

52.  6')  C.  S.  Peirce  giebt  4m  zweiten  Bande  (1879)  des  American 
Journal  of  Mathematics  eine  neue  conforme  Projektion,  die  er 
Quincunctialprojektion  nennt. l)     Sei 


IOO        SO         60         JfQ 


Fig.  63. 


/■(*) = - 


^//(T 


eiz  dz 


'")0  +  T^?«"*) 


(52) 


x  -f-  iy  =  f  (u  -f-  iv"). 


1)  A  Quincunctialprojektion  of  thc  Spkere.  1.  c.  pag.  394. 
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Setzt  man  hier 


so  wird 
und  hiermit 


-  —  /log„  t, 

t  =6"'; 


/"(*)  -  - 


di 


"-3M'-")0+i^*') 

Da  nun 

e 

l     ( a~         v\  (\  +  s  sin  y\lT/  i     •    •       \ 

=  tg  (45  --    ,-)  (, --—      -  )    (cos  «  +  l  sm  "■) 

ö  V  2/   VI  —  s  sin  ü/      v  '  ' 


ist,  und 

x  -\-iy  =  — 

also,  wenn 


d* 


/('  -  «■)(!  +  r^T. ') 


gesetzt  wird: 


tf  ==  cos  qo 


*  + "  ~J'n 


dcp 


k*  sin  qpz 


o 
demzufolge 

q>  =  am  (x  -f-  iy)\     t  =  cos  am  (x  -f-  ly);     (mod  x) 

ist,  so  wird: 

cos  am  (x  -f-  /y ,  x)  —  tg  (45  —  — )  (cos  u  -f-  «  sin  w) , 

welche  Formel  Pe/rce  der  Projektion  zu  Grunde  legt. 

Um  jedoch  auf  die  von  Peirce  gegebene  Tafel  zur  Construktion 
dieser  Projektion  überzugehen,  muss  man  den  Anfangspunkt  des 
Uoordinatensystems  in  der  Richtung  der  x  verschieben;  setzt  man 
also  x  =  xx  -f-  K }  und  schreibt  wieder  x  an  Stelle  von  xlt  so  wird 
die  zu  verwendende  Formel 

cos  am  (x  -J-  iy  -f-  K,  x)  =  tg  (45  —  ^)  (cos  u  -4-  i  sin  u).     (52  a) 

Für  iv  =  -f-  90°  wird  der  Nordpol,  für  iv  =  —  90°  der  Südpol 

dargestellt.     Im  ersten  Falle  ist  aber  tg  (45 — ^)    gleich    Null,    im 

zweiten  gleich  unendlich.  Die  Bilder  der  beiden  Pole  werden  dem- 
nach erhalten,  wenn  man  cos  am  (x  -\-  iy  -f-  K ,  jc)  gleich  Null  oder 
unendlich  setzt.     Nun  verschwindet  cos  am  co  für 


CO 
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wenn  ß  und  £1'  die  beiden  Elementarperioden  von  sin  am  a,  demnach 

Sl  und  — [-  Sl'  die   Elementarperioden  der   cos  am  at  sind ;   ferner 

wird  cos  am  a  unendlich ,  wenn 

Ist  nun  für  einen  reellen  Modul  %: 


Jv(T 


~Jvö^ 


Z2)  (1   —  K2Z2) 

dz 


Z*)  (1  —  Jt,2*2) 
0 


wo  al  der  complementäre  Modul  ist,  also 

so  sind  die  Elementarperioden  der  sin  am  co : 

£l  =  4:£:     £l'  =  2iK'. 

Es  wird  demnach  das  Bild  des  Nordpoles  erhalten,  wenn 

x  +  iy  +  Ä'  =  K  +  2»Ä'  +  2«  [K  -f  ?A"), 
also 

'a:  =  2»iÄr  +  2nK 

\y  =  2nK' 

oder 

[^  =  2^ 

ebenso  das  Bild  des  Südpoles,  wenn 

x  _(_  iy  _j_  R  =  iE'  -f  2/»Ä'  +  2?i  (K  +  *  A"), 
also 

x  =  (2m  —  1)ä'  +  2wä' 

y  =  (2n  +1)Ä" 
oder 

\x  =  {2ii+\)K 

y  =  (2v  +  1)A" 

Man  erhält  daher  unendlich  viele  Bilder  der  beiden  Pole,  deren 
Anordnung  Fig.  64  zeigt,  in  welcher  OA  =  K,  OB  =  K'  ist;  0  und 
die  mit  N  bezeichneten  Punkte  sind  die  Bilder  der  Nordpole,  S  die- 
jenigen der  Südpole.  Diese  Erscheinung  hängt  mit  der  doppelten 
Periodicität  der  Punktion  zusammen,  da  nämlich  \K  und  2(K-\-iK'} 
die  beiden  Perioden  der  cos  am  a>  sind,  so  ist 
cos  am  {x-\-  iy  -\-  K -\-  4mJf-\-  2nK -\-  2niK')  =  cos  am  (x-\-iy-\-K). 

Das  Bild  eines   Punktes,   dessen   Breite  v,   dessen  Länge   u  ist, 
wird  demnach  sowol  die  Coordinaten  oc}  y ,  als  auch  die  Coordinaten 
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xx  =  x  -f  AmK  -f  %nK 

haben,  oder  anders  ausgesprochen:  Punkte,  deren  Coordinaten 

xi  —  x  +  2  p  K 

Vx  =  y  +  2v/i' 

sind,  stellen  dieselben  Punkte  der  Kugel  vor.    (In  Fig.  64  sind  solche 
z.  B.  die  sämmtlichen  mit  P  bezeichneten  Punkte.) 

y 


Fig.  64. 


Zerlegt    man    nun    cos  am  (x  -j-  iy  -j-  A")    in    den    reellen    und 
imaginären  ßestandtheil,  so  ist 

cos  am  (x  -J-  iy  -f-  K,  x) 
cos  am  [x-\-K)  cos  am  iy  —  sin  am  (x-\-  K)  sin  am  iy  A  am  (x-\-  K)  J  am  iy 


Da  nun  1) 


1  —  x2  sin  am  (x  -}-  -AT)2  sin  am  r?/2 

cos  am  # 
d  am  a; 

Xj  sin  am  x 


sin  am  (,r  -f-  A')  = 


cos  am  (x  -j-  A')  =  — 


J  am  # 


je« 


z/  am  (x  4-  A')  = 

v       '        7         J  am  x 

sin  am  (?'?/,  jc)  =  i  tg  am  (y,  x,) 
cos  am  («y,  x)  =  sec  am  (y,  x,) 

J  am  (?/,  x,) 


z/  am  (iy,  x)  = 


cos  am  (y ,  x,)  ' 


1)S.  Jacobi,  „Fundamenta nova theoriae  f'unctionum  ellipticarum".  Gesammelte 
Werke,  herausgegeben  von  ßorchardt,  I.  Bd.  pag.  85.  Königsberger,  ,, Theorie 
der  elliptischen  Funktionen"  I  pag.  398. 


§  52 


271 


so  wird ,  wenn  man  Kürze  halber  die  Funktion  mit  dem  complemen- 
tären  Modul  am  (y ,   x,)  durch  am'  y  bezeichnet: 

cos  am  (x  -f-  iy  +  K ,  %) 
w,  sin  ain  xd  am  x  cos  am'  y  -f-  ix,  cos  am  a;  sin  am'  y  J  am'  y 
d  am  a:2  cos  atn^  -f-  H*  cos  am  ^  sm  am  2/2 

Schreibt  man  nun  —  x,  —  y  für  x,  y,  was  eine  Vertauschung  der 
positiven  und  negativen  Seiten  der  Axen  bedeutet,  und  setzt  diesen 
Ausdruck  gleich 

tg  (45  — -^-\  (cos  u  -f-  i  sin  u)  , 

so  wird  durch  Trennung  des  reellen  vom  imaginären 

tg  (45  —  ~)  cos  u 

■Ki  sin  am  x  d  am  x  cos  am'  y 


d  am  x2  cos  am'  y2  -f-  x2  cos  am  a:2  sin  am'  y1 


*g(«---f) 


sm  m 


m(  sin  am'  ?/z/  am'  y  cos  am  a: 


(53) 


d  am  a;2  cos  am'  y2  -\-  x2  cos  am  x2  sin  am'  ya 

Der   hier   auftretende    gemeinschaftliche   Nenner  kann    auch   in 
eine  andere  Form  gebracht  werden;  es  ist  nämlich 
N  =  A  am  x2  cos  am'  y2  -f-  x2  cos  am  x2  sin  am'  y2 

=  (1  —  x2  sin  am  x2)  (l  —  sin  am'  y2)  -{-  x2  (l  —  sin  am  x2)  siu  am'  y2 

=  1  —  x2  sin  am  #2  —  sin  am'  y2  -f~  x2  sin  am'  y2. 

Als  Gleichung   der  Parallelkreise  erhält  man  daher,   indem  man 
die  Gleichungen  (53)  quadriert  und  addiert: 

tg(45-|)2 

=  -^2  x,2  [sin  am  .r2^/  am  x2  cos  am'  y2  -j-  sin  am'  y2zl  am'  y2  cos  ain  a?2]. 

Dividiert  man  die  Gleichungen  (53)  durcheinander,  so  erhält  man 
als  Gleichung  der  Meridiane 

0  tg  am  x  d  am  x 

Von    besonderem   Interesse  ist  nun    der  von   Peirce    behandelte 

Fall,  in  welchem 

l 

*  - Xi  -  n 

ist,  dann  wird  auch 

K '  =  K'\     am  (y,  x')  =  am'  j/  =  am// 
und  der  gemeinschaftliche  Nenner  in  (53): 

N  =  1  —  £  sin  am  x2  —  £  sin  am  y  2  =  x2  cos  am  x2  -f-  x2  cos  am  y2 , 
demnach 
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i      /  a  -        ÜP\  sin  am  xd  am  afcos  am  ii     \ 

tg  (4ö —  -)  cos  m  =  — t w- ; — vt-J 

ö  \             2/  >t  (cos  am  x2  +  cos  am  ■;/  )  f               /eo    \ 

N              y  v                 ~                     > '            (53  a) 

/.r        «A  .                   sin  am  «z/ am  •?/ cos  am  #  ( 

tg  (45  —  -)  sin  m  =  — ; — äi    sH 

ö\             2/  x  (cos  am  x*  -f-  cos  am  y1)   ' 

Seien  nun  P,  Pt  zwei  Punkte  desselben  Parallelkreises,  für  welche 
die  Längen  u  und  «x  sich  zu  90°  ergänzen,  so  also,  dass 


ist,  so  ist 


u  -f  ut  =  90° 

tg  (45—  |)  cos  Mj  =  tg  (45  —  |)  sin 
tg  (45—  |)  sin  ux  =  tg  (45  —  |)  cos 


(n) 


Sind  die  Coordinaten  der  beiden  Punkte  x,  y  und  xl}  y1}  so  wird 

für  den  zweiten  Punkt 

j     /  a  e       w\  sin  am  #,  z/  am  x*  cos  am  ?/, 

tg  (45 — tt)  cos  u,  =  — ; ! — 5-1 — ! g~ 

ö\  2/  J  k  (cos  am  a:,*  -|-  cos  am  y, 2) 

,      /  ir       w\     •  sin  am  yx  z/  am  i/t  cos  am  xx 

tg    (  40  —  I     Slll     M«    ■ ; ä — i öT- 

0  \  2/  l  x  (cos  am  xx-  -\-  cos  am  t/,j) 

Nach  den  Gleichungen  (n)  muss  nun 

sin  am  xt  z/  am  #,  cos  am  y{  sin  am  y  z/  am  y  cos  am  x 

cos  am  rcj'2  -f-  cos  am  y{ *  cos  am  x2  -f-  cos  am  y8 

sin  am  y,  z/  am  yl  cos  am  .r,  sin  am  x  d  am  x  cos  am  7/ 

cos  am  äs,2  -f-  cos  am  j/t2  cos  am  a;2  -j-  cos  am  ?/'- 

sein,  welche  Gleichungen  erfüllt  sind  für 

Diese    Beziehung    folgt    übrigens    noch    einfacher    auf   folgende 

Weise.     Es  ist 

cos  am  (x  -f-  iy  -f-  A')  =  tg  /45  —  ™  j  (cos  u  -f-  i  sin  w). 

Nun  ist  (für  %  =  x,) 

/       ,     .       1     r.s  sin  am  (1/  4-  ix)  sin  am  ?'  (a;  —  iy) 

cos  am  (y  +  ix  4-  A  )  =  —  x    -        ,     ,    ■       =  —  x  -r-     . 

w     '  '        '  d  am  (y  -f-  tx)  d  am  i  (x  —  iy) 

i  tg  am  (x  —  iy)  _  i  sin  am  (x  —  i y) 

d  am  (x  —  iy)  "   Jam(a;-  iy) 

cos  am  (x  —  iy) 

=  i  cos  am  (jx  —  iy  -f-  A')  =  i  tg  (45  —  — )  (cos  11  —  i  sin  u) 

==■  tg  [45 —  --)  (i  cos  w  -j-  sin  u) 

=  tg  (45 —  -  j  (cos  ?/j  -f-  i  sin  «,)  =  cos  am  (.r,  +  «y,  -f-  K\ 
demnach 

y  =  *j;    #  =  2/1- 

(Solche  Punkte  sind  z.  B.  P  und  />,  iu  Fig.  65.) 
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Hat  man  demnach  eine  Tafel,  welche  die  Werte  von  x  mit  den 
Argumenten  u,  v  giebt,  so  giebt  dieselbe  Tafel  die  y  mit  dem  Argu- 
mente 90  —  u,  v.  Hiernach  ist  die  von  Peirce  construierte  Tafel, 
welche  hier  als  Tafel  21  aufgenommen  ist,  leicht  zu  benützen. ')  Mit 
dem  Argumente  q>  geht  man  in  die  erste  Columne  ein,  welche  die 
zu  benützende  Horizontalreihe  angiebt2);  mit  dem  Argumente,  Länge 
=  X,  erhält  maii  in  der  mit  Xx  überschriebeneu  Columne  den  zu- 
gehörigen Wert  von  x  und  in  der  mit  ly  am  Fusse  bezeichneten 
Columne  (welche  identisch  ist  mit  der  auf  (90  —  l)x  überschriebenen) 
den  Wert  von  y.  Sei  z.  B.  der  Punkt,  dessen  Lange  l  =  25°  und 
dessen  Breite  cp  —  35n  ist,  in  die  Karte  einzutragen;  <p  =  35°  giebt 
zunächst  die  Horizontalreihe  „400,  398,  .  .  .  036,000".  Mit  A  =  25° 
erhält  man  in  der  mit  Xx  =  25°  überschriebenen  Columne  in  dieser 
Horizontalreihe  den  Wert  x  =  0-358,  und  in  der  für  ly  =  25"  gelten- 
den Columne  den  Wert  ?/  =  0-170;  es  sind  daher  die  Coordinaten 
dieses  Punktes  (A  =  25°,  y  =  35°)  x  =  0-358;  y  =  0-170.  Die  Glei- 
chung der  Meridiane  ist  hier  wieder: 

tg  am  y  J  am  y 

tg  U  =  t- — . • 

°  tg  am  x  d  am  x 

Für  u  ==>  -f-  45°  wird  diese  Gleichung 

tg  am  y  A  am  y  =  +  tg  am  x  A  am  x , 

welche  erfüllt  wird  für 

y  =  +  .r, 

woraus  folgt,  dass  die  unter  45°  gegen  die  Axen  geneigten  Meridiane 
geradlinig  sind. 

Die  Gleichung  der  Parallelkreise  ist: 

sin  am  x2  d  am  x2  cos  am  y2  -f-  sin  am  y2  J  am  y2  cos  am  x2 


«« («-?)' 


v.2  (cos  am  x2  -f-  cos  am  y2)2 

Nun  ist  aber 

sin  am  x2  =  1  —  cos  am  x2 

A  am  x2  —  1  —  %l  sin  am  x2  =  1  —  x2  -j-  x2  cos  am  x 

=  x{2  -f-  x2  cos  am  #2, 
also  für  x  =  x{ 

A  am  x2  —  x2  (1  -f-  cos  am  x2) , 

folglich,  wenn  dies  eingesetzt  wird: 

j.     I \r        w\2         1  -  cos  am  «2  cos  am  a;2 

tg  (45 — -)    =  Z-? — -. 

°  \  2/  cos  am  xl  -f-  cos  am  y- 

Für  den  Äquator  wird  w  =  0 ,  daher  dessen  Gleichung 

1  —  cos  am  y2  cos  am  x2  =  cos  am  x2  -f-  cos  am  y2. 


1)  Als  Einheit  gilt  hierbei  K. 

2)  Die  Tafel  schreitet  von  5°  zu  5°  in  Längen-  und  Breitendifferenzen  fort. 
Zwischen  cp  =  0"  und  cp  =  15",  X  =  0°  bis  t=  15°  sowie  X  =  7Ö11  bis  X  —  90" 
giebt  eine  Specialtafel  die  Coordinaten  in  engereu  Intervallen  des  Argumentes. 

Hrrz,  Landkarten  projektinnen.  18 
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Sucht  man  hieraus  cos  am  y ,  so  erhält  man  (für  x  =  xt) 
1  —  cos  am  x2        v2  sin  am  x2 


folglich ') 
demnach 


cos  am  yl 


1  -f-  cos  am  x2 


z/  am  x2 


,    %  sin  am  x  ,     ~—   rrS 

cos  am  (+*/)  =  +     A„mv    =  cos  am  (x  -\-  K), 


d  am  x 

x  i  y  =  i  %) 

wobei  keine  Correspondenz  der  Zeichen  stattfindet 

y 


Fig.  65. 

Das  Bild  des  Äquators  besteht  also  aus  vier  Geraden,    demnach 
in  Folge  der  Periodicität  aus  zwei  Geradenschaaren 2)  (die  in  Fig.  G4 

1)  Königsberger ,  Theorie  der  elliptischen  Funktionen  I  pag.  398. 

2)  Die  Ähnlichkeit  in  den  kleinsten  Theilen  kann  nur  verloren  gehen   für 
Punkte  in  denen  f'(z)  =  0  oder  oo  ist;  es  ist  aber 


/»  =  - 


Vi 


*2  /(l-^l  +  J^i^) 
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zu  AB   und   AF  parallelen   Geraden).     Fig.   65   stellt  das   Gradnetz 
dieser  Projektion  dar. 

Um  auch  die  Vergrösserungsverhältnisse  zu  untersuchen,  bilden  wir 

Nun  ist 

x  -|-  iy  =  f(z);     z  =  u  -f  iv", 
demnach 

dx  ,    .  dy  __  f,(  n  dz  _  «/  v 

und  da  x2  =  x,-  =  £  ist: 

ga;    ,     .  dy  _  i  eu *  eis 

\         l      An, 


du  '     du  k  y^  _  e2»,)  ^  +  e2i^  *  yl 

oder 

dx    .     .  dy  _  i  e~v''  (cos  M-)-i  sin  u) 

du'       du  ~ 
Mau  hat  daher 

^  -L  i  $9  =  _  J 

da: .  $?/ .     '> 

du  l    05—T~X     ^  _  e-4r"'  —  4M)  +  ,.g-4^  siQ  4  M 

woraus  durch  Multiplikation  folgt: 

VW  f  W  ■  '  *a  ?/(1_e-4«'"cos4w)2  +  e-8^sin4wä 

i 


X 

j/ 1  —  e    4  "'"  (cos  4  u  -f-  i  sin  4  w) 
e—  ""'  (cos  m  +  i  sin  m) 

/0 

—  e~iv"  cos  4«)  —  i  e~ iv'    sin  4m 
e~ "     (cos  u  —  i  simt) 

x2  y  £*»'  _  2  cog  iu  +  ß-  4*'" 

Hieraus  folgt  nun  für  das  Vergrösserungsverhältnis : 


,2 1  —  s2  sin  v* 


a*  cos  «■       x*yew>_  2  cos  4M  +  e-4,- 

wobei 

«--*(«+{)(frJSf)f-*(«+5) 


also  da  h  ==  x,  ist 

f  (z)  — — . 

*  J/(e~i*-et'%-,"'+el'0' 
also  für 

^•  — 0;       e*>  =  oo;       eiz  =  ±l;        eiz  =  ±i. 
Da  aber 


e,J  =  tg  ^45 — 1  (cos  u  -\-i  sin  w)  , 


so  entspricht  den  ersten  beiden  Fällen  10  =  +  90° ;  dem  dritten  w  =  0°  und 
u  =  0°  oder  180°;  dem  vierten  w  =  0°  und  u  =  90°  oder  270".  Für  10  =  +  90°, 
d.  h.  in  den  beiden  Polen  besteht  noch  Ähnlichkeit  in  den  kleinsten  Theilen ; 
für  w  =  0,  u  =  0,  90,  180,  270  geht  dieselbe  thatsächlich  verloren.  Es  ist  dies 
in  den  Punkten  A,  B  und  den  analogen  in  Fig.  64. 

18* 
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Der  Maximalwert  der  Vergrösserung  findet  statt  für  cos  4w  =  4-l, 
also  für  u  —  0,  90n,  180°,  270°,  d.  h.  in  den  geradlinigen  Meridianen 
OA,  OB  (Fig.  65),  welche  zu  den  Ecken  des  die  Halbkugel  dar- 
stellenden Quadrates  gezogen  werden.  Der  Minimalwert  von  k  tritt 
auf  für  cos  4w  =  —  1,  also  für  u  =  45°,  135°,  225°,  315°,  also  in 
jenen  geradlinigen  Meridianen  OSl}  OS.2,  0S3,  OS4,  welche  gegen 
die  die  dargestellte  Halbkugel  umgebenden  Südpole  gezogen  werden. 
Um  die  geographischen  Breiten  derjenigen  Orte  in  diesen  Meridianen 
zu  finden,   in  denen   die  absoluten  Maxima   und  Minima  stattfinden, 

hat  man 

l  —  ?2  sin  v2 


für  cos  4  ii  =  -f-.l : 

v- 

für  cos  Au  =  —  1 : 

k*  = 

a  nun 

A*K*co$v*(e2v'"  —e-2v'") 
1  —  s2  sin  v2 


p2  »'"   p —  2  v'" 


A2*2cosr2(e2,,'"-\-e-2v'") 
tg(45  +  »)2-cot(45+f)2=4 


sin  tv 


-2»" 


+  ,—  =  tg  (45  +  ff  +  cot  (45  +  ")'  -  2 1±SJ£! , 


so  wird,  wenn  man  sich  auf  die  Kugel  beschränkt,  in  welchem  Falle 
w  =  v  zu  setzen  ist: 

h? \ •        fr  2  = - 

1    "       4J.2M2sinv  '  2  2^L2k2  (1  +  sin  v2) 

Das  absolute  Maximum  tritt  ein  für  den  Maximalwert  von  ki , 
also  für  v  =  0,  wobei  ki  =  oo  wird;  doch  kommt  dieser  Wert  nicht 
in  Betracht,  denn  die  Punkte,  in  denen  er  auftritt,  sind  die  Ecken 
des  Viereckes,  innerhalb  dessen  sich  die  Halbkugel  abbildet,  und  in 
diesen  wird  ja  auch  die  Ähnlichkeit  in  den  kleinsten  Theilen  nicht 
stattfinden.  Der  Minimal  wert  in  diesen  Meridianen  findet  statt  für 
v  =  90°,  also  im  Pol;  er  ist,  da  x2  =  ^  ist: 

fr  (0)  _  _L_  =  _J_  . 
K*  2  A*  AJ/2 

k2  wird  zum  Maximum  für  v=  0,  also  im  Äquator,  in  den  Halbirungs- 
punkten  C  von  AD)  dort  ist  der  Wert 

i,  • !_  _  1 

2  ~Y2A*  ~  ^  ; 

k2  wird  zum  Minimum  für  y  =  90°,  und  erhält  hier  (in  den  Polen) 
den  Wert 

h  (0) L_  —     1 

^    -  2A*  -  Äy2> 

also,  wie  es  ja  sein  muss,  gleich  k^°K  Hieraus  ersieht  man  also, 
dass  das  absolute  Minimum  der  Vergrösserung  im  Pole  stattfindet. 
»Setzt   man    den    für   diesen   geltenden   Wert  als   Einheit  voraus,   so 
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wird   das  Vergrösseruugsverhältuis    für   irgend   einen    anderen    Punkt 


v2  ]/tg  (45  +  -y-Y  -  2  cos  4u  +  cot  (l5  +  -|-V 


7/  sin  |45  -f  -^-)    —  i  cos  04  cos  4tt  -f-  cos  (45  -4-  -—  ] 

Von  dem  Pole  wächst  das  Vergrösserungsverhältnis  nach  sillen 
Richtungen;  in  C  (Fig.  65)  ist  dasselbe,  dasjenige  in  0  als  Einheit  an- 
genommen, gleich  ]/2 .  In  den  Meridianen  OA,  OB  ist  das  Ver- 
grösserungsverhältnis, in  derselben  Einheit  ausgedrückt 

k> L_ 

p  sin  v 

dieses  wird  auch  gleich  j/2,  für  die  Breite  v0>  welche  sich  bestimmt 

aus 

sin  y0  =  £, 

also  für  v0  =  30°;  für  v  =  10°  wird  dasselbe  schon  2*4.  Dessen- 
ungeachtet ist  diese  Projektion  für  die  Darstellung  der  ganzen  Erd- 
oberfläche sehr  geeignet,  weil  sie  ein  zusammenhängendes  Bild  der- 
selben in  Form  eines  Rechteckes  AB  CD  (Fig.  64)  giebt,  so  dass  jede 
Erdhälfte  durch  ein  Quadrat  dargestellt  wird,  oder  in  Form  eines 
Quadrates  SlS2S:{Si  nach  Art  einer  Sternprojektion,  bei  welcher 
nämlich  die  eine  (z.  B.  nördliche)  Hemisphäre  durch  das  Quadrat 
ABEF  dargestellt  ist,  an  welches  sich  die  rechtwinkligen  gleich- 
schenkligen Dreiecke  ABS2,  BES{,  EFSl:  AFSA  anfügen;  doch  hat 
diese  Projektion  den  ganz  wesentlichen  Vortheil,  dass  man,  wenn 
nötig,  jedes  dieser  Dreiecke  conform  fortsetzen  kann,  wie  sich  dies 
aus  Fig.  65  ergiebt.  Eine  Anwendung  von  dieser  Projektion  hat 
Oppolzer  zur  Darstellung  der  Finsternisse  gegeben. 
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Bemerkungen  über  die  Wahl  der  Projektionen  und  über  das 

Zeichnen  der  Karten. 


Von  den  zahlreichen  Projektionen ,  welche  im  Vorhergehenden 
behandelt  wurden,  sind,  wie  jeder  leicht  selbst  einsehen  wird,  nicht 
alle  für  die  Praxis  gleich  geeignet,  und  wie  schon  Eingangs  erwähnt 
wurde,  wird  es  wesentlich  von  dem  Zwecke,  welchen  der  Kartograph 
vor  Augen  hat,  abhängen,  welcher  Projektion  er  den  Vorzug  geben 
wird.  Strenge  genommen,  lassen  sich  hierüber  auch  keine  allgemeinen 
Regeln  aufstellen,  und  muss  es  dem  inviduellen  Ermessen  des  Prakti- 
kers überlassen  bleiben,  für  welche  er  sich  entscheiden  wird.  Doch 
sollen  im  Folgenden  mit  Rücksicht  auf  gewisse  allgemeine  leitende 
Gesichtspunkte  durch  Vergleichung  der  verschiedenen  Projektions- 
methoden einige  Momente  hervorgehoben  werden,  welche  in  vielen 
Fällen  bei  der  Wahl  der  Projektionen  zu  berücksichtigen  sein  werden, 
wobei  auch  einige  praktische  Bemerkungen  für  das  Zeichnen  der 
Karten  den  entsprechenden  Platz  finden  können. 

1.  Bei  der  Darstellung  von  Planetenoberflächen,1)  also  für  den 
Mond,  Jupiter,  Saturn,  Mars  etc.  wird  man  jedenfalls  die  ortho- 
graphische Projektion  verwenden,  weil  diese  die  Himmelskörper  so 
darstellt,  wie  dieselben  von  dem  Beobachter,  den  man  sich  für  diese 
Zwecke  ohne  Fehler  als  von  dem  Objekte  unendlich  weit  denken  kann, 
gesehen  werden.  Aus  demselben  Grunde  wird  man  für  Sternkarten  1) 
die  Centralprojektion  wählen  können,  wenn  man  bedenkt,  dass  die 
Kugel  oder  deren  Centralprojektion  auf  eine  tangierende  Ebene,  auf 
ein  im  Centrum  der  Kugel  befindliches  Auge  denselben  Eindruck 
macht.  Von  Wichtigkeit  ist  es  hierbei,  zu  bemerken,  dass  sich  in  der 
Centralprojektion  die  grössten  Kreise  der  Sphäre  als  Gerade  dar- 
stellen, dass  sich  demnach  Sterne,  welche  auf  der  Himmelskugel  in 
einem  grössten  Kreise  liegen,  auf  der  Karte  in  einer  Geraden  befinden, 
so  dass  man  leicht  alignieren  kann.  (Auf  einen  anderen  Vortheil  be- 
züglich der  Krümmung  der  scheinbaren  Kometenbahnen  wurde  bereits 

1)  Welche  allerdings  nicht  Sache  der  Kartographen,  sondern  der  Astro- 
nomen ist. 
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bei  Besprechung  der  Centralprojektion  hingewiesen).  Da  aber  das 
Auge  immer  nur  einen  kleinen  Theil  der  Himmelskugel  übersieht, 
und  man  strenge  genommen  den  Berührungspunkt,  also  die  der 
Darstellung  zu  Grunde  gelegte  tangierende  Ebene,  immer  in  den 
Mittelpunkt  des  betrachteten  Bereiches  verlegen  müsste,  was  auf 
der  Karte  nicht  geht,  so  werden  weiter  vom  Kartenmittelpunkte  ent- 
fernt, die  Constellationen  bedeutend  verändert,  daher  auch,  wenn 
nicht  specielle  Zwecke  angestrebt  werden,  auch  bei  Sternkarten  die 
Kegel  Projektionen  vorzuziehen  sind. 

2.  Für  die  Darstellung  von  Weltkarten,  Planiglobien  ist  die 
Centralprojektion  nicht  verwendbar,  wenn  man  eine  Halbkugel  völlig 
zur  Abbildung  bringen  will;  die  orthographische  Projektion  hat  den 
Nachtheil,  dass  die  Bilder  an  den  Rändern  zu  sehr  verzerrt  werden; 
recht  gute  Darstellungen  erhält  man  durch  die  externe  perspektivische 
Projektion  nach  Lahire  (oder  gemäss  Tafel  4  durch  diejenige  externe 
Projektion,  für  welche  x  =  1*8  ist).  Doch  haben  die  externen  Pro- 
jektionen den  Nachtheil,  dass  die  Netzlinien,  obzwar  gerade  nicht 
besonders  schwer,  doch  auch  nicht  gerade  einfach  zu  ziehen  sind, 
da  man  immer  leichter  Kreise  als  Ellipsen  zeichnet,  namentlich  wenn 
die  Mittelpunkte  und  Axen  derselben  erst  gerechnet  oder  durch  nicht 
besonders  einfache  Construktionen  gefunden  werden  müssen;  aller- 
dings könnte  man  auch,  namentlich  bei  Polarprojektionen  die  äqid- 
dislantc  Polarprojektion  (sonst  zenital)  verwenden,  von  welcher  sie 
sich  nur  wenig  unterscheidet;  für  Zenitalprojektionen  ist  damit  aber 
nichts  Wesentliches  gewonnen.  Für  Planiglobien  wird  man  sich  auch 
recht  gut  der  conformen  polyconisehen  {Lagrange' 'sehen)  Projektionen 
bedienen  können ;  will  man  z.  B.  die  ganze  Erdkugel  in  einem  Kreise 
darstellen,  so  kann  man  die  durch  Fig.  63  repräsentierte  Form  wählen, 
welche  allerdings  den  grossen  Nachtheil  hat,  dass  gegen  die  Pole  zu 
ausserordentlich  grosse  Längen-  und  Flächenänderungen  stattfinden. 
Praktischer  wird  es  natürlich  die  beiden  Hemisphären  getrennt  zur  Dar- 
stellung zu  bringen,  in  welchem  Falle  eine  conforme,  gleichzeitig  auch 
perspektivische  Projektion  zu  empfehlen  ist,  nämlich  die  stenographische. 
Dieselbe  ist  perspektivisch,  man  kann  daher  leicht  verschiedene,  mehr 
oder  weniger  wichtige  Aufgaben  graphisch  lösen;  sie  ist  conform,  d.  h. 
alle  Winkel  erscheinen  in  wahrer  Grösse;  es  findet  also  wenigstens 
in  dieser  Beziehung  eine  Verzerrung  nicht  statt.  Endlich  hat  sie 
den  Vortheil,  dass  die  Netzlinien  sämmtlich  Kreise  sind;  für  Plani- 
globien wo  der  Massstab  immer  ein  verhältnissmässig  kleiner  ist,  wird 
man  die  Netzlimen  daher  auch  leicht  mit  Hilfe  des  Cirkels  zeichnen 
können,  und,  wenn  dies  überhaupt  nötig  werden  sollte,  so  doch  jeden- 
falls nur  für  sehr  wenige,  die  gleich  zu  erörternde  Construktion 
mittels  der  Coordinaten  einzelner  Punkte  einschlagen  müssen.  Dem 
gegenüber  hat  sie   allerdings   den  Fehler,   dass   gegen   den  Rand  zu 
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(u.  zw.  schon  bei  der  Darstellung  von  Halbkugeln)  eine  sehr  beträcht- 
liche Linear-  und  Flächenänderung  stattfindet.  Tn  90°  Entfernung 
vom  Kartenmittelpunkte  sind  die  Längen  bereits  verdoppelt,  die 
Flächen  auf  das  vierfache  vergrössert.  Handelt  es  sich  aber  gerade 
um  die  Erhaltung  der  Flächen,  so  wird  man  für  äquatoreale  Projek- 
tionen entweder  die  Sansori sehe  oder  die  Molhveide> 'sehe  (homalo- 
graphische)  oder  Colignori'&che  Projektion  verwenden,  bei  welchen  die 
Netzlinien  leicht  zu  verzeichnen  sind;  bei  der  ersteren  nämlich  sind 
die  Parallelkreise  äquidistante  Gerade,  die  Meridiane  können  leicht 
auf  empirische  Weise  gefunden  werden;  bei  der  zweiten  sind  die 
Parallelkreise  Gerade,  deren  Abstände  vom  Äquator  leicht  gefunden 
werden  können,  die  Meridiane  Ellipsen,  deren  Axen  ebenfalls  leicht  zu 
erhalten  sind;  bei  der  dritten  sind  beide  Gruppen  von  Netzlinien 
geradlinig.  Doch  finden  bei  den  beiden  letzten  schon  in  der  Mitte 
der  Karte  ziemlich  bedeutende  Längenänderungen  statt,  indem  der 
Meridiangrad  nicht  gleich  dem  Äquatorgrad  ist,  wozu  überdies  bei  der 
dritten  der  Nachtheil  tritt,  dass  schon  am  Äquator  beträchtliche 
Winkeländerungen  auftreten.  Von  beiden  Nachtheilen  ist  die  erste 
frei,  welche  sich  daher  am  meisten  empfiehlt. 

Eine  gute  äquivalente  Polarprojektion  ist  die  von  Lambert  ge- 
gebene, welche  vor  der  fVerner'schen  den  bedeutenden  Vorzug  hat, 
dass  die  Meridiane  gerade  Linien  sind,  und  dass  bei  ihr  der  Pol 
Kartenmittelpunkt  im  eigentlichen  Sinne  des  Wortes  ist,  während  bei 
der  letzteren  in  dem  Pole  selbst  eine  Lücke  entsteht,  indem  die  im 
Meridian  von  180°  Länge  aneinander  grenzenden  Länder  der  Erd- 
oberfläche in  der  Karte  getrennt  erscheinen. 

Zur  Darstellung  von  Planiglobien,  bei  denen  weder  der  Pol  noch 
auch  ein  Punkt  des  Äquators  Mittelpunkt  werden  soll,  kann  man  sich 
je  nach  Umständen  der  stcreographiichen  oder  der  äquidistanten 
Zenitalprojektion,  oder  der  La/ure  sehen  externen  (ebenfalls  als  Zeni- 
talprojektion) bedienen,  wobei,  wie  schon  erwähnt,  die  beiden 
letzteren  sich  bei  dem  verhältnissmässig  kleinen  Massstabe,  welcher 
für  Planiglobien  gewählt  wird,  nicht  bedeutend  unterscheiden.  Soll 
das  Bild  äquivalent  sein,  so  stellt  man  es  in  der  Lamberl'sehen  äqui- 
valenten Zenitalprojektion  dar.  Im  gewissen  Sinne  werden  die  Karten- 
fehler zu  einem  Minimum  gemacht  in  der  Projektion  by  balance  of 
errors,  welche  daher  auch  ziemlich  häufig  für  Planiglobien  verwendet 
wird.  (Für  kleiuere  Theile  der  Erdoberfläche  verdient  das  Tissot'sche 
Princip  den  Vorzug,  während  das  letztere  für  die  ganze  Erdkugel 
nicht  anwendbar  ist,  weil  der  Voraussetzung  nach  die  Längen-  und 
Breitendifferenzen  der  zur  Darstellung  gelangenden  Punkte  gewisse 
Grenzen  nicht  überschreiten  dürfen.) 

Die  Construktion  des  Netzes  bleibt  hier  für  alle  Fälle  dieselbe; 
eine  direkte  Construktion  der  Netzlinicn  ist,   ausser  für  die  externen 
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Projektionen  nicht  möglich,  und  auch  für  die  letztern  kann  man 
statt  der  im  ersten  Kapitel  gegebenen  Construktion  den  allgemeinen 
Weg  einschlagen,  nach  welchem  man  sich  für  alle  Schnittpunkte  der 
zu  verzeichnenden  Meridiane  und  Parallelkreise  die  Bilder  sucht. 
Ist  die  geographische  Länge  eines  Punktes  A,  ß  (z.  B.  für  den  Schnitt- 
punkt des  Meridians,  dessen  Längendifferenz  gegen  den  Meridian  des 
Kartenmittelpunktes  20°,  und  für  den  Parallelkreis,  dessen  Breite 
30°  :  A  =  20",  ß  =  30°),  so  wird  man  nach  den  Formeln  (pag.  81) 
hieraus  in  Verbindung  mit  der  geographischen  Breite  des  Karten- 
mittelpunktes die  Grössen  m,  v  (Azimut  des  betreffenden  Punktes  und 
seine  sphärische  Entfernung  vom  Mittelpunkt  des  darzustellenden 
Flächentheiles)  berechnen:  mit  Hilfe  der  Grösse  v  lässt  sich  nunmehr 
nach  dem  für  die  anzuwendende  Zenitalprojektion  definierten  Gesetz 
die  Entfernung  q  des  Punktes  der  Karte  vom  Kartenmittelpunkte  er- 
mitteln; also  z.  B.  für  die  Lambert' sehe  äquivalente  Zenitalprojektion 

q  =  2  A  sin  —■ ,   oder  für  die  äquidistante  Zenitalprojektion  q  =  Ap, 

für  die  Projektion  by  balance  of  errors 

q  =  2A  cot  |  log„sec  |  +  2A  cot  ^  logre  sec^  ■  tg|  • 

Trägt  man  diesen  Abstand  p  im  Azimute  u  in  der  Karte  auf,  so 
erhält  man  das  Bild  des  Punktes  (A,  ß).  Die  Verbindung  der  zu  der- 
selben Länge  gehörigen  Punkte  giebt  die  Meridiane;  durch  Verbindung 
der  zur  selben  Breite  gehörigen  Punkte  erhält  man  die  Parallelkreise. 
Für  die  Leichtigkeit  der  Einzeichnung  ist  es  nun  ziemlich  gleich- 
giltig,  für  welche  dieser  Projektionen  man  sich  entscheidet-,  die  Be- 
rechnung von  w,  v  kann  man  nirgends  umgehen,  und  der  Unterschied 
bei  den  verschiedenen  Projektionen  liegt  nur  in  der  Berechnung 
von  q.  Hiernach  wäre  nun  allerdings  die  äquidistante  zenitale  Pro- 
jektion (nach  Mercator,  fälschlich  auch  Postel'sche  genannt)  die 
einfachste,  allerdings  nicht  die  beste,  weil  ja  in  der  Nähe  des  Karten- 
randes die  Verhältnisse  gegenüber  den  auf  der  Erdoberfläche  statt- 
findenden zu  sehr  verändert  werden.  Im  allgemeinen  wird  die  Pro- 
jektion bei  balance  of  errors,  oder  wenn  Äquivalenz  oder  Conformität 
gefordert  werden ,  beziehungsweise  die  Lambert' sehe  äquivalente  Zeni- 
talabbildung ,  oder  die  conforme  polyconische  (speziell  die  stereogra- 
phische) angewendet. 

Von  anderen  Projektionen  wäre  noch  zu  erwähnen  die  äquiva- 
lente gerade  und  transverse  Cylinderprojektion  von  Lambert,  welche 
aber  wegen  der  bedeutenden  Verzerrung  an  den  Polen,  welche  nicht 
als  Punkte  erscheinen,  für  diese  Zwecke  nicht  gut  zu  verwenden  sind; 
ferner  die  zur  Herstellung  von  Weltkarten  mitunter  verwendete 
Sternprojektion,  welche  eigentlich  für  eine  Halbkugel  nur  eine  äqui- 
distante   Polarprojektion    ist;    wegen    der    Zerreissung    der    anderen 
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Hemisphäre  jedoch  scheint  dieselbe  nicht  gerade  geeignet,  eine  be- 
sonders gute  Übersicht  zu  gestatten.  In  vielen  Fällen  werden  Welt- 
karten auch  in  der  Mercator' sehen  Seekartenprojektion  angefertigt, 
namentlich,  wenn  es  sich  um  eine  zusammenhängende  Darstellung 
der  ganzen  Erdoberfläche  handelt,  wo  auf  die  Verhältnisse  in  den 
Polen  (welche  nicht  auf  die  Karte  fallen)  nicht  Rücksicht  genommen 
zu  werden  braucht. 

Als  conforme  Darstellung  der  ganzen  Erdoberfläche  (wobei  aller- 
dings in  4  Punkten  des  Äquators,  die  um  je  90°  von  einander  ab- 
stehen, keine  Ähnlichkeit  in  den  kleinsten  Theilen  stattfindet)  ist  be- 
sonders empfehlenswert  die  Peirce  sehe  Quincunctialprojektion\  die  eine 
Hemisphäre  ist  allerdings  wie  bei  den  Sternprojektionen  zerschnitten, 
kann  aber  (wegen  der  Periodicität)  sehr  leicht  conform  fortgesetzt 
werden. 

3.  Für  Seekarten  ist  die  Mtrcalor'sche  Cylinderprojektion  aus- 
schliesslich eingeführt,  und  wird  wol  auch  einzig  und  allein  ange- 
wendet werden,  so  lange  die  Schifffahrt  nach  der  Loxodrome  erfolgt. 
Bei  dieser  Projektion  tritt  nun  allerdings  in,  vom  Äquator  weiter 
entfernten  Gegenden  eine  sehr  bedeutende  Vergrösserung  auf;  sie  hat 
ferner  den  Nachtheil,  dass  man  den  Pol  nicht  auf  der  Karte  erhalten 
kann;  allein  für  die  Schifffahrt  haben  diese  beiden  Punkte  nur  ge- 
ringe Bedeutung,  denn  erstens  handelt  es  sich  hier  zunächst  um  die 
Bestimmung  der  Cursrichtung,  und  zweitens  ist  zu  erwähnen, 
dass  es  bei  allen  conformen  Projektionen  Punkte  giebt,  in  denen  die 
Ähnlichkeit  in  den  kleinsten  Theilen  nicht  stattfindet,  und  überdies 
ist  man  bisher  noch  nicht  in  der  Lage,  zu  so  polnahen  Punkten  zu 
gelangen,  dass  man  auf  die  Mercator' sehen  Karten  verzichten  müsste. 
Für  die  Schifffahrt  im  grössten  Kreise  könnte  aber  statt  dieser  Pro- 
jektion die  stenographische  oder  Centralprojektion  Verwendung  finden, 
weil  die  Construktion  des  Schiffscurses  und  der  Entfernung  in  beiden, 
und  vorzugsweise  in  der  letzteren  ohne  Schwierigkeit  durchgeführt 
werden  kann. 

4.  Für  die  Darstellung  von  grösseren  oder  kleineren  Theilen  der 
Erdoberfläche  werden  sich  die  perspektivischen  Projektionen  nicht 
empfehlen.  Schon  die  Kegelprojektionen  werden  hier  stets  eine  ge- 
nauere Darstellung  gewähren,  da  sie  den  Vortheil  haben,  dass  sich 
die  Karte  beliebig  weit  nach  Ost  und  West  fortsetzen  lässt;  da  die 
Verhältnisse  längs  eines  Parallelkreises  dieselben  bleiben,  also  zu- 
nächst das  Vergrösserungsverhältnis  nicht  nur  längs  eines  Punktes, 
sondern  längs  einer  Linie  gleich  1  ist.  Ein  weiterer  Vorzug  besteht 
darin,  dass  die  Netzlinien  unter  allen  Umständen  einfacher  als  bei 
den  perspektivischen  Projektionen  zu  zeichnen  sind;  die  Meridiane 
sind  nämlich  für  alle  Fälle  geradlinig,  während  die  Parallelkreise 
sich   als   concentrische   Kreise   darstellen.     Wenn   aber   der  Massstab 
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der  Karte  ein  etwas  grösserer  wird,  so  werden  allerdings  nur  die 
Meridiane  leicht  zu  zeichnen  sein,  denn  die  Parallelkreise  haben  dann 
so  grosse  Halbmesser,  dass  man  den  Cirkel  nicht  mehr  benützen  kann, 
und  man  muss  dann  einzelne  Punkte  derselben  durch  ihre  Coordinaten 
bestimmen.  Für  diesen  Fall  sei  a  die  Entfernung  des  gemeinschaft- 
lichen Mittelpunktes  0  (Fig.  66)  aller  Parallelkreise  vom  Karten- 
mittelpunkte M,  und  q  der  Halbmesser  irgend  eines  Paralleles;  dann 

ist  die  Gleichung  des  letzteren, 
bezogen  auf  ein  durch  den  Mittel- 
punkt 0  gehendes  rechtwinkliges 
Axensystem,  dessen  .F-axe  mit  dem 
ersten  Meridian  zusammenfällt 
x2  -f-  y2  =  q2. 
Nun  werden  sich  aber  diese 
Coordinaten  auch  nicht  eintragen 
lassen,  weil  man  jenes  Axen- 
system nicht  verzeichnen  kann; 
x  man  kann  nun  entweder  auf  ein 
Axensystem  übergehen,  welches 
durch  den  Kartenmittelpunkt  pa- 
rallel zum  früheren  geht!,  für 
welches  dann  die  Gleichung 


o 

H 

/  *. 

4 

N 

Fig.  GG. 


+  («  -  y)2 


oder     y  =  a  —  j/o2  —  x2 


ist;  oder  aber  man  errichtet  in  demjenigen  Punkte  {),  in  welchem 
der  erste  Meridian  von  dem  zu  zeichnenden  Parallelkreis  geschnitten 
wird,  ein  Perpendikel  auf  den  ersten  Meridian  und  nimmt  Q  als 
Mittelpunkt  eines  neuen  Axensystems  an,  dessen  Jf-axe  mit  dem 
eben  gezogenen  Perpendikel ,  also  mit  der  Tangente  in  Q  zusammen- 
fällt.    Auf  dieses  Axensystem  bezogen  wird  die  Gleichung 


x  =  j/2Qy  —  y2. 

Sucht  man  daher  zu  einer  Reihe  von  Werten  von  y  die  zuge- 
hörigen x  und  trägt  die  y  von  Q  aus,  welcher  Punkt  nach  dem  jedes- 
maligen Gesetze  der  Projektion  gefunden  wird,  gegen  das  gemein- 
schaftliche Centrum  0  hin  (also  nach  R)  auf,  und  auf  der  in  dem 
erhaltenen  Punkte  R  errichteten  Senkrechten  Rz  die  Werte  von  x, 
so  erhält  man  einzelne  Punkte,  deren  Verbindung  den  zu  zeichnen- 
den Kreis  ergiebt. 

Man  ersieht  aber  hieraus,  dass,  wenn  es  sich  um  eine  Dar- 
stellung handelt,  in  welcher  nach  dem  anzunehmenden  Massstab  der 
Karte  die  Kreise  nicht  mehr  mit  dem  Cirkel  gezogen  werden  können, 
sondern  durch  die  Coordinaten  ihrer  Punkte  eingetragen  werden 
müssen,    ein   wesentlicher  Vortheil  gegenüber   anderen  Projektionen, 
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wo  die  Netzlinien,  wenn  sie  keine  Kreise  sind,  auch  durch  die  Co- 
ordinaten  ihrer  Punkte  bestimmt  werden  müssen,  nicht  erwächst. 

Handelt  es  sich  also  um  die  Darstellung  ganzer  Erdtheile,  oder 
ausgedehnter  Theile  derselben,  so  sind  in  erster  Linie  die  Kegel- 
projektionen in  Betracht  zu  ziehen.  Doch  haben  die  früher  sehr 
stark  verwendete  einfache  Ptolemäische  Kegel projektion  und  die  Mer- 
cator'sche  (fälschlich  De  l' Isle  sehe  genannte)  Kegel  projektion  bei 
grösserer  Ausdehnung  der  darzustellenden  Länder  bereits  stärkere 
Verzerrungen  im  Gefolge,  so  dass  dieselben  nur  für  kleinere  Partien, 
wie  etwa  Europa,  mit  Vortheil  anzuwenden  sind.  Für  grössere  Theile 
benützt  man  lieber  andere  Projektionsmethoden.  Asien  findet  man 
gewöhnlich  in  der  Mercalo?*' sehen  äquivalenten  (fälschlich  2?om*e'sclien 
genannten)  Projektion  dargestellt,  welche  bis  auf  die  in  höheren 
Breiten  gelegenen  Theile  ein  ziemlich  günstiges  Bild  giebt  und  ausser- 
dem den  Vorzug  der  Äquivalenz  besitzt.  Für  kleinere  Theile,  wie 
Europa,  könnte  man  diese  Projektion  natürlich  ebenso  und  viel- 
leicht mit  noch  mehr  Vortheil  verwenden  (wenn  sich  die  darzustellen- 
den Gegenden  nicht  zu  nahe  an  den  Pol  erstrecken);  doch  zeigt  eine 
Vergleichung  mit  der  stereographischen  Projektion  dass  die  Unter- 
schiede zweier  Karten,  welche  nach  den  beiden  Projektionen  con- 
struiert  werden,  für  nicht  allzu  ausgedehnte  Gebiete  sehr  massig 
bleiben.  Bedenkt  man  nun  aber,  dass  der  Vortheil,  welcher  daraus 
entsteht,  dass  die  Netzlinien  bei  der  stereographischen  Projektion 
Kreise  sind,  bei  diesen  Karten,  welche  im  allgemeinen  schon  in 
grösserem  Massstabe  gezeichnet  werden,  nicht  mehr  so  schwer  ins 
Gewicht  fällt,  so  wird  man  daraus  entnehmen  können,  dass  bei 
Karten,  welche  sich  über  Gebiete  erstrecken,  wie  z.  B.  Europa, 
Kussland,  Vereinigte  Staaten  von  Nordamerika  etc.,  wol  gleich  gut 
die  eine  wie  die  andere  Projektion  verwendet  werden  kann.  Statt 
derselben  schlägt  Coatpont  die  äquivalente  zenitale  Lamberfsehe  Pro- 
jektion vor,  welche  die  Vortheile  hat,  dass  selbst  in  von  der  Karten- 
mitte weiter  entfernten  Punkten  die  Deformationen  kleiner  bleiben, 
und  zwar  selbst  für  polnahe  Gegenden. 

Äquatorealgegenden  wird  man  ebensowol  in  der  Sansoti'' sehen  als 
in  der  Molliveide  sehen  Projektion  darstellen  können,  und  in  ähnlicher 
Weise  könnte  man  für  Länder,  die  sich  in  der  Richtung  eines  Me- 
ridians weit  erstrecken,  wie  z.  B.  Amerika  eine  ähnliche  Transversal- 
projektion benützen,  bei  welcher  der  Meridian  der  Kartenmitte  die 
Stelle  des  Äquators  vertritt,  während  das  Gesetz  für  die  Kartendar- 
stellung sonst  ungeändert  bleibt,  so  dass  man  also  eine  Iransverse 
Sa?iso}i'sehe  oder  Mollweide' sehe  Projektion  erhält.  Soll  die  Dar- 
stellung eine  conforme  sein,  so  wird  sich  für  die  Äquatorgegenden 
die  Mercator 'sehe  conforme  Cylinderprojektion,  und  wenn  das  Gebiet 
eine  grössere  Längenausdehnung  in  der  Richtung  des  Meridians  hat, 


Anhang.  285 

die  con forme  transverse  Cylinderprojektion  von  Lambert  empfehlen. 
Für  in  mittleren  Breiten  gelegene  Länder  wird  man  sich  (wenn  man 
eine  conforme  Darstellung  vorzieht)  der  eonformen  Lambert 'sehen 
Kegelprojektion  bedienen,  welche  die  bereits  erwähnten  Vortheile 
einer  Kegelprojektion  mit  denjenigen  einer  conformen  Projektion 
vereinigt. 

5.  Für  die  Darstellung  von  kleinen  Theilen  der  Erdoberfläche 
(einzelner  Staaten,  z.  B.  Osterreich,  England,  Frankreich,  Spanien  etc. 
oder  auch  noch  kleinerer  Theile:  einzelner  Provinzen)  waren  bisher 
mehrfache  Projektionsmethoden  mit  recht  gutem  Erfolge  in  der  Praxis 
verwendet.  Wenn  man  auch  von  den  als  unzweckmässig  erkannten 
Plattkarten  (und  als  solche  ist  ja  auch  die  mehrfach  verwendete 
Cassinische  Projektion  anzusehen)  absieht,  so  hat  man  in  erster  Linie 
die  Mercator 'sehe  äquivalente  Projektion  zu  erwähnen  (statt  deren 
Möllinger  die  stereographische  vorschlägt)  und  die  äquivalente  Zenilal- 
projektion  von  Lambert \  ferner  von  nicht  äquivalenten  Abbildungen: 
die  Kegelprojektion  nach  Mercator ,  die  conforme  Kegelprojektion  nach 
Lambert ,  und  die  äquidislante  und  reetanguläre  polyconische  Pro- 
jektion. Allen  diesen  Projektionen  gegenüber  verdient  jedoch  die 
compensative  Projektion  von  Tissot  entschieden  den  Vorzug.  Man 
muss  allerdings  für  dieselbe  die  Coordinaten  der  einzelnen  Punkte 
rechnen ,  wofür  man  selbstverständlich  die  Schnittpunkte  der  zu  ver- 
zeichnenden Meridiane  und  Parallelkreise  wählen  wird,  allein,  wie 
schon  wiederholt  erwähnt,  muss  dasselbe  bei  anderen  Projektionen 
auch  geschehen,  selbst  dann,  wenn  die  Netzlinien  Kreise  sind,  weil 
bei  diesen  Specialkarten,  wo  der  Massstab  schon  verhältnismässig 
gross  ist,  der  Kreis  nicht  mehr  mit  dem  Cirkel  gezogen  werden  kann. 
Wollte  man  ungeachtet  dessen  es  doch  als  einen  Vortheil  einer 
Projektion  betrachten,  wenn  die  Netzlinien  Kreise  und  Gerade  sind, 
so  ist  zu  erwähnen,  dass  wenigstens  einer  der  Tissof sehen  Projektionen 
diese  Eigenschaft  zukömmt,  nämlich  der  Tissot'schen  Ltegelprojektion, 
welche  allerdings  weder  äquivalent  noch  conform  ist,  der  aber,  wie 
die  theoretischen  Untersuchungen  zeigen,  die  Eigenschaft  des  Minimums 
der  Deformation  zukömmt,  sowol  was  Winkel-  als  auch  was  Längen- 
änderungen anbelangt. 

6.  Bei  Karten  in  noch  grösserem  Massstabe ,  wie  bei  General- 
stabskarten, bei  denen  mau  sich  gestatten  kann,  den  auf  einem  Blatte 
dargestellten  Flächentheil  als  eben  zu  betrachten,  ist  es  selbstver- 
ständlich, dass  alle  durch  die  Krümmung  oder  gar  Ellipticität  der 
Erde  bedingten  Vorsichtsmassregeln  überflüssig  werden,  und  man 
kann  die  grössten  Kreise  durch  gerade  Linien  darstellen.  Dieses  ist 
der  Fall  bei  der  preussischen  Polyederprojektion  und  den  österreichischen 
Gradkar  lenblättern . 

Hat  man  sich  auf  irgend  eine  Weise  das  Gradnetz  für  die  Karte 
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hergestellt,  so  wird  es  nun  leicht  die  durch  ihre  geographischen 
Positionen  (geographische  Länge  und  Breite)  gegebenen  Punkte  in 
dasselbe  einzutragen.  Dabei  wird  man,  wenn  z.  B.  die  Netzlinien 
von  Grad  zu  Grad  gezogen  sind,  leicht  etwa  die  Minute  durch  eine 
gleichmässige  Eintheilung  des  Netz  Viereckes  berücksichtigen  können, 
was  einer  linearen  Interpolation  (mit  Rücksicht  auf  erste  Differenzen) 
gleich  kommt.  Sollte  man  jedoch  gezwungen  sein  auf  die  Veränder- 
lichkeit des  Massstabes  innerhalb  jedes  Netz  Viereckes  Rücksicht  zu 
nehmen,  und  etwa  die  Punkte  durch  ihre  Coordinaten  einzutragen, 
so  würde  dadurch  der  Zweck  des  Zeichnens  der  Netzlinien  illusorisch ; 
es  wird  daher  immer  gut,  die  Maschen  des  Netzes  genügend  enge 
zu  machen.  (Bei  den  meisten  Karten  sieht  man  auch  die  zwischen 
die  ausgezogenen  Netzlinien  fallenden,  der  Übersichtlichkeit  wegen 
nicht  verzeichneten  durch  die  Unterabtheilungen  an  den  Karten- 
rändern markiert).  Hiefür  lassen  sich  natürlich  keine  Regeln  auf- 
stellen ,  doch  wird  man  sich  hierbei  mit  Rücksicht  auf  den  Massstab 
der  Karte  und  auf  die  angestrebte  Genauigkeit  leicht  entscheiden 
können.  Wird  die  äusserste  Genauigkeit  gefordert,  so  werden  vor- 
schriftsmässig  die  Punkte  durch  ihre  Coordinaten  eingetragen  und 
die  Netzlinien  nur  zur  Orientierung  verzeichnet. 
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Tafel  6a  (pag.  89,  98,  103,  106,   136). 


ß 

arc  (to°sinß) 

ß 

arc  ( io°  sin  ß) 

ß 

arc(io°sinf?) 

ß 

arc(io°sin(3) 
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0000000 
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Tafel  6  b. 


ß 

io°  sin  ß 

o° 

o°  0'  0" 

10 

1  44  11 

20 

3  25  13 

30 

500 

40 

6  25  40 

50 

7  39  37 

60 

8  39  37 

70 

9  23  49 

80 

9  50  53 

90 

10   0   0 
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Tafel  7  (pag.  96). 


K  = 


sin  ^ 


^  —  sin  ^ 
^  -|-  sin  p 


p 

** 

2 

o° 

I  00000 
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10 

20 
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0   8  44 
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30 
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Tafel  8  (pag.  90,  99). 


l 
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Tafel  9  (pag.  102). 
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Tafel 

10  (pag.  in) 

» -  *  *t 

p 

m  =  o'3 
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Tafel   15b  (pag.  157). 
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Tafel  16  (pag.  163). 
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Tafel  17  (pag.  169). 
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Tafel  18  (pag.  246). 


x  =  —  sin  2v,6  -\-  j5^  a*  (2  sin  2Z'S  —  sin  qv3) 
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Tafel   19  (pag.  267). 
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